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Liebe Leserin, lieber Leser

Mathematik ist eine Sprache, die es erlaubt, Gber
hochgradig komplexe Sachverhalte aus verschiedensten
Bereichen menschlichen Forschens effizient zu sprechen.
Wird der Verstandlichkeit zuliebe die mathematische
durch die Umgangssprache ersetzt, so I&sst sich wohl
einiges Uber die Sachverhalte und tiber die mathematische
Denkweise sagen, aber der Kern der Sache geht verloren.
Diese Tatsache erklart die Scheu der Mathematik,

sich als Disziplin vor einem allgemeinen Publikum zu
présentieren. Gleichzeitig empfindet man das Fehlen der
Mathematik in der 6ffentlichen Diskussion als Mangel.
Auch unter den Mathematikerinnen und Mathematikern
wird ein zunehmendes Interesse spurbar, ihre Wissen-
schaft einem aufgeschlossenen Publikum begreifbar

zu machen.

Um etwas Uber Mathematik mitteilen zu k6nnen,

haben die Autorinnen und Autoren des Mathematischen
Instituts unserer Universitét fur diese Ausgabe der uni
nova Themen teils aus der Geschichte, teils aus den
Anwendungsbereichen der Mathematik ausgewahlt.

So zeigt sich, dass die Mathematik mit einem Bein in der
Kulturgeschichte verankert ist und mit dem andern

Bein im Alltagsleben steht. Diese Auswahl soll den Zugang
und das Verstandnis erleichtern. Die aktuellen For-
schungstatigkeiten des Instituts zu prasentieren, ist hier
nicht das Hauptanliegen, sie treten dabei nur bedingt

in Erscheinung.

Die Planung dieser Ausgabe fiel zusammen mit der
Proklamierung des Jahres 2000 als «World Mathematical
Year» durch die International Mathematical Union und
die UNESCO. In zahlreichen Veranstaltungen und
Konferenzen stellt sich die Mathematik als aktuelle Wissen-
schaft und Bestandteil des weltweiten Kulturgutes vor.

Die Tatsache, dass an der Basler Universitat dieses Jahr
der Ostrowski-Preis verliehen wird, und die Beachtung
des 300. Geburtstages von Daniel Bernoulli durch Vortrage
und eine Ausstellung im Kollegienhaus der Universitét,
unterstiitzen ebenfalls die Bemiihungen, Mathematik
einem breiteren interessierten Publikum zugénglich zu
machen (so erschien der Katalog zur Ausstellung «300
Jahre Daniel Bernoulli» in Form einer Gratis-Zeitung.).

Die Basler Mathematikerinnen und Mathematiker
schrieben ihre Beitrége fiir eine interessierte Leserschaft,
um ihreinen Einblick in die Mathematik zu geben und
somit dem Vorurteil «Mathematik verstehe ich nicht»
entgegenzutreten.

Die Redaktion dankt vor allem Professor Hans-Christoph
Im Hof fiir seine Beratung und seinen grossen Einsatz
beim Entstehen dieser Ausgabe.

Fur die Redaktion
Ulla Fringeli
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Achilles und die Schildkrote:
Ein Dialog Uber Kreise und Kugeln,
Elektrostatik und Kapillarflachen

Wolfgang Reichel

Dies ist der Versuch, die Ergebnisse einer mathema-
tischen Doktorarbeit auszugsweise einem interes-
sierten, aber fachlich nicht geschulten Publikum zu-
ganglich zu machen. Dass dies nicht leicht ist, merkt
jeder, der einen solchen Versuch unternimmit.

Im Folgenden lassen wir den griechischen Helden
Achilles und eine mit ihm befreundete Schildkréte
einen Dialog fuhren. Die Idee, Achilles, den Schnell-
fussigsten der Sterblichen, und die Schildkrote,
die Schwerfélligste der Schwerfélligen, sprechen zu
lassen, geht auf Douglas R. Hofstadter zuriick. In
seinem1979 erschienenen Buch Godel, Escher, Bach—
ein endloses geflochtenes Band fuhrt er diese Dialoge
zur Perfektion. Hofstadter seinerseits wurde von
Lewis Carrolls What the Tortoise said to Achilles aus
dem Jahr 1895 inspiriert. Den Wettkampf zwischen
Achilles und der Schildkrote schuf Zeno von Elea,
ein griechischer Erfinder von Paradoxen aus dem
5. Jahrhundert v. Chr. Zeno lasst die beiden einen
Wettkampf Uber eine festgelegte Strecke von, sagen
wir, der Lange eines Stadions austragen. Als gross-
mutiger Held gewéhrt Achilles der Schildkréte einen
Vorsprung von zwanzig Schritten. Nach dem Start-
signal ersprintet Achilles in wenigen Sekunden die
Zwanzig-Schritt-Marke, den Startpunkt der Schild-
krote. Diese kroch inzwischen einen Schritt vor-
waérts, und auch diesen Schritt durcheilt Achilles im
Bruchteil einer Sekunde. Dort angekommen ist
ihm die Schildkrote allerdings wieder ein winziges
Stiickchen voraus. Fihrt man Zenos gedankliche
Einteilung der Aufholjagd weiter, so erhalt man eine
unendliche Folge von Zeitschritten, zu denen Achil-
lesden Orterreicht, den die Schildkrdte beim vorhe-
rigen Zeitschritt gerade verlassen hat. Fir Zeno von
Elea stand damit fest, dass entgegen aller Erfahrung
Achilles die Schildkrote nie einholen wird, und er
schloss daraus, dass Bewegung reine Illusion ist.
Zenowusste nicht, dass die Summe dieser unendlich
vielen Zeitschritte endlich ist und Achilles deshalb —
wie erwartet — die Schildkrote in endlicher Zeit
einholt.
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Treten wir also ein wenig zur Seite und beobachten
Achilles und die mit ihm befreundete Schildkrote
auf dem Nachhauseweg am Ende eines langen Wett-
kampftages. Dartiber, dass beide auf dem Gebiet der
angewandten Mathematik sehr bewandert sind und
Uber Kenntnisse aus der fernen Zukunft verfiigen,
machen wir uns an dieser Stelle keine Gedanken.
Achillesbeginntden Dialog mit den Lieblingsgegen-
stdnden griechischer Geometrie:

Aufs Neue ist mir klar geworden, dass die von uns
Griechen so verehrte Form des Kreises und der Ku-
gel die erhabenste und vollkommenste unter allen
geometrischen Formen ist.

Ich bin gespannt, Neues zu erfahren.

Stell dir einmal vor, die metallische Oberflache einer
hohlen Kugel ist mit einer bestimmten elektrischen
Ladungsmenge aufgeladen worden. Die elementa-
ren Ladungen, die Elektronen, sind auf der Kugel-
oberflache frei beweglich. Sie stossen sich auch ge-
genseitig ab. Deswegen versuchen sie, so weit wie
mdglich voneinander entfernt zu sein, um gemein-
sam einen Zustand Kleinster gespeicherter Energie
einzunehmen. Dasie aber die Kugeloberflache nicht
verlassen kdnnen, verteilen sie sich vollig gleichmés-
sig auf der Kugeloberflache. Damit hélt jedes Elek-
tron den grosstmaglichen Abstand zu allen benach-
barten Elektronen. Idealisiert betrachtet, und das
fallt uns Griechen leicht, ist an jedem Punkt der
Oberflache die Ladungsdichte die gleiche. Ist das
nicht eine wunderbare Eigenschaft der Kugel?

Ja, das ist sehr schon. Aber ehrlich gesagt beein-
drucktmich das kaum,dennwieso soll nur die Kugel
diese schdne Eigenschaft haben und nicht auch an-
dere Korper?

Ich verstehe nicht, worauf du mit deiner Frage hi-
naus willst.






Kdnnte es denn nicht sein, dass sich die Ladungen,
die man auf irgendeine andere metallische Ober-
flache gebracht hat, ebenfalls so gleichméssig vertei-
len, dass die Ladungsdichte tberall die gleiche ist?
Dann ware die Kugel gar nichts Besonderes und ihr
Griechen musstet euch fragen, warum sie euch so
viel bedeutet.

Beim Zeus — wie soll denn so etwas mdglich sein!
Und wie um alles in der Welt wiirde ein solch eigen-
artiger Kérper denn aussehen? Wenn man die Kugel
nur ein wenig verformt, so kénnen doch die Ladun-
gen nicht mehr voéllig gleichmassig verteilt sein,
oder?

Nun, mein lieber Freund, das sind Mutmassungen,
aber kein Beweis. Dennoch kann ich dich und die
griechische Welt beruhigen. Unter allen Korpern
mit glatter Oberfléche ist tatséchlich die Kugel der
einzige Korper, der diese gleichmassige Verteilungs-
eigenschaft besitzt.

Ich wusste es doch. Auf Kugeln kann man sich ver-
lassen. Sie haben einfach die schénsten und perfek-
testen Symmetrien, die mansich vorstellen kann.Du
solltest einmal den Beitrag Symmetrie in Schulalltag
und Theorie in dieser uni nova-Ausgabe lesen.

Oh — da sei aber mal vorsichtig, lieber Achilles. Du
magst zwar Kugeln miihelos meterweit durch die
Luftschleudern kdnnen ...

Nicht nur Kugeln,auch Speere und den Diskus. Und
Rennen, Hoch- und Weitspringen sind meine weite-
ren Stérken.

Ja, ja—und trotzdem holst du mich nie ein. Spass bei
Seite. Als wissenschaftlich denkender Mensch miis-
ste dir klar sein, dass es durchaus vernlinftig ist zu
fragen, ob nicht auch andere Korper die gleichmés-
sige Verteilungseigenschaft haben. Kurzum — man
muss der Sache auf den Grund gehen und beweisen,
dass eben nur Kugeln diese Eigenschaft zukommt.
Tatsachlich wird im Jahre 1995 einem Mathematiker
— nennen wir ihn Symmetrikos — in seiner an den
Universitaten Karlsruhe und Basel angefertigten
Doktorarbeit dieser Beweis gelingen. In seiner Ar-
beit wird er sich mit der Untersuchung Uberbe-
stimmter Randwertaufgaben beschéftigen.

Uberbestimmter was?
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Randwertaufgaben. Dies sind Aufgaben, bei denen
man Ldsungen von Gleichungen sucht, die ein Na-
turgesetz ausdriicken.

Schon Pythagoras wusste: «Alles ist Zahl».

Ihr Griechen habt eben immer das erste Wort.
Zurick zu den Randwertaufgaben. Mehr dariber
kannstduin dem Beitrag Die Mathematik als moder-
ne Weltsprache: Am Beispiel der Differenzialgleichun-
gen in dieser uni nova-Ausgabe erfahren. Meistens
reichen diese Gleichungen allerdings nicht aus, um
einen physikalischen Zustand zu beschreiben. Des-
halb fordert man zusatzlich, dass die Ldsungen —in
unserem Fall das elektrische Potential der Ladungs-
verteilung — auf der Oberflache des betrachteten
Kdrpers bestimmte vorgegebene Werte annehmen.
Die Oberflache eines Korpers bezeichnet man im
mathematischen Jargon gerne auch als Rand — und
daher kommt der Name Randwertaufgabe.

Und was ist daran Uberbestimmt?

Auf der Oberflache eines Kdrpersverteilen sich elek-
trische Ladungen nach dem Prinzip der «kleinsten
Energie» (vielleicht mdchtest du mehr zu diesem
Minimalitatsprinzip in dem Artikel Die Variations-
rechnung und ihre Basler Urspriinge in dieser uni
nova-Ausgabe lesen). Nach den physikalischen Ge-
setzen der Elektrostatik bedeutet dies, dass das zu-
gehdrige Potential auf der Korperoberflache tberall
denselben Wert annehmen muss. Hatte ndmlich das
Potential an zwei verschiedenen Punkten der Ober-
flache unterschiedliche Werte, so wiirde ein Strom
fliessen und die Potentialdifferenz wieder ausglei-
chen.

Ich folge dir ...



Versuche, dir nun einmal einen K&rper mit der
gleichmaéssigen Verteilungseigenschaft vorzustellen.
Ausser der Konstanz des Potentials auf der Ober-
flache fordern wir gleichzeitig, dass die Ladungs-
dichte in jedem Punkt der Oberflache dieselbe ist.
Damit haben wir dem Potential zu viel zugemutet.
Im Allgemeinen kann es beide Forderungen nicht
erfiillen — ausser naturlich fir den Fall, dass unser
Korper eine Kugel ist. Gerade der Umstand, dass wir
im Allgemeinen zu viel fordern — das Problem also
Uberbestimmen—, lasstsich nutzen,um zu beweisen,
dass unser Korper eine Kugel sein muss.

Ich bin beeindruckt.

Dazu hast du allen Grund. Und du kannst auch ein
bisschen stolz auf euch Griechen sein, denn genau
betrachtet haben die griechischen Mathematiker ein
wenig zu diesem Ergebnis beigetragen.

Wie ist das denn méglich?

Mathematik ist eine Wissenschaft, in der ein Ergeb-
nis auf dem anderen aufbaut. Jede Generation von
Mathematikern verwendet Ergebnisse der vorheri-
gen.DenndieErkenntnisse geltenfuralle Zeitenund
an allen Orten, weil sie aus logischen Schlussfolge-
rungen bestehen. Wenn man die Regeln der Logik
versteht und anerkennt, kann man zu jeder Zeit
auch einen vielleicht vor Jahrhunderten oder Jahr-
tausenden gefundenen Beweis nachvollziehen.

Und was haben die griechischen Mathematiker nun
mit unserem Symmetrikos zu tun?

Wie gesagt, er wird im Jahr 1995 einen Beweis fiir
unser Ladungsproblem geben. Und er wird zahlrei-
che Ideen anderer Mathematiker verwenden. Etwa
eine Idee aus dem Jahr 1971 von James Serrin aus den
\ereinigten Staaten von Amerika. Und dieser wird
wiederum Ideen eines russischen Mathematikers
namens Alexander Danilowitsch Alexandroff aus
dem Jahr 1962 verwendet haben.

Ich sehe immer noch nicht, an welcher Stelle wir
Griechen ins Spiel kommen.

Serrin und Alexandroff werden bedeutende Arbei-
ten Uber geometrische Fragestellungen verfassen.
Und in der Geometrie seid ihr Griechen ja bekannt-
lich grosse Meister. Man bedenke nur den Beitrag
Die wahre Geometrie oder denkbare Geometrien in
dieser uni nova-Ausgabe.

Eben. Und grosse Sportler sind wir auch. Man be-
denke nur die olympischen Spiele,den Marathon ...

Die Konversation gleitet auf andere Bahnen. Ein
Weilchen spater machen die beiden eine Pause und
erfrischen sich an einem Brunnen, wobei sie den
Dialog Uber Kreise und Kugeln wieder aufnehmen:

Lass mich auf unser Kugelproblem zurtickkommen.
Gibt es denn noch andere schone Eigenschaften, die
ausschliesslich Kugeln und Kreisen zukommen?

Ohja—dutzende. Zum Beispiel die isoperimetrische
Eigenschaft: Unter allen Korpern gleichen Volu-
mens hat die Kugel die kleinste Oberflache.

Donnerwetter.

Oder diese: Unter allen glatten Korpern haben nur
Kugeln tberall auf ihrer Oberflache konstante mitt-
lere Krimmung. Dies wird Ubrigens der vorher er-
wéhnte russische Mathematiker Alexandroff bewei-
sen und dabei ganz nebenbei eine schéne, nach ihm
benannte allgemeine Methode entwickeln.

Gib esauch Charakterisierungen von Kreisen?

Sicher — zum Beispiel die folgende: Unter allen ein-
gespannten Membranen mit gleicher Grundflache
erzeugt genau die kreisformige Membran den tief-
sten Grundton. Aber es gibt noch weitere Charakte-
risierungen von Kreisen, die wiederum mit den
Uberbestimmten Randwertaufgaben zu tun haben.
Ichwill dir eine davon zeigen. Dazu giessen wir Was-
ser in dieses Becken.

Glucklicherweise befindet sich ein grosses Wasch-
becken beim Rastplatz.
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(ziehteine Kapillare ausihrem Gepéck) Wir nehmen
nun dieses Glasrohrchen mit kreisférmigem Quer-
schnitt ...

Mit dhnlich diinnen Strohhalmen trinken die ele-
ganten Damen und Herren in Athen ihre kihlen
Getranke.

Genau-allerdings istunser Réhrchen aus Glas. Die-
ses Rohrchen tauchen wir jetzt etwa bis zur Halfte
senkrecht in das Wasser dieses Beckens. Was siehst
du?

Nichts Besonderes.

Du musst schon genauer hinsehen.

Nun, der Wasserspiegel im Réhrchen scheint etwas
héher zu sein als der im Becken.

Richtig. Und an der Wand des Roéhrchens ist er wie-
derum héher alsin der Mitte des R6hrchens, richtig?
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Ja. Es ist, als ob die Wasseroberflache im Rohrchen
zum Rande hin hochgebogen ist. Warum wohl?

Inspateren Jahrhunderten wird man dies den Kapil-
laritatseffekt nennen und ihn damit erkléren, dass
die molekularen Kréfte zwischen den Atomen eines
Wassermolekiils und den Atomen des Glases grdsser
sind als zwischen den Atomen zweier Wassermole-
kile. Daher «reisst» die Glaswand das Wasser am
Rande hoch, und aufgrund der Oberflachenspan-
nung des Wassers folgt der Wasserspiegel in der Mit-
te des R6hrchens etwas nach. Wenn man spekuliert,
wie dieser Effekt von der Krimmung der Glaswand
abhéngen konnte, so wird man vermuten, dass —
grob gesagt—das Wasser dortam héchsten steigt, wo
die Kriimmung der Glaswand am starksten ist. Und
nun denk daran, dass unser R6hrchen einen kreis-
férmigen, das heisstalso einen Querschnitt mitkon-
stanter Krimmung hat.

Ah — ich weiss. Man kann es gut erkennen. Uberall
am Rande ist das Wasser gleich hoch gestiegen. Hab
ich Recht?

Vollkommen. Wieder eine dieser schénen Eigen-
schaften des Kreises. Und nun...

Lass mich raten. Du mdchtest wissen, ob auch Réhr-
chen mit anderen, nicht kreisférmigen Querschnit-
ten diese Eigenschaft haben kénnen?

So ist es. Und genau wie vorhin beim Ladungspro-
blem ist die Antwort: Nein. Nur bei R6hrchen mit
kreisférmigem Querschnitt tritt dieses Phdnomen
auf.

Fantastisch —wer wird das entdecken?

Das lasst sich nicht genau sagen. Ich glaube, dass
es alle Forscher, die sich mit diesen Kapillarflachen
beschaftigen, wohl ahnen. Einen mathematischen
Beweis, dass es so sein muss, wird allerdings erst der
bereits genannte James Serrin im Jahr 1971 liefern.

Es scheint, dass der Symmetrikos dem neuesten
Stand der Forschung etwas hinterherhinkt?

Dafur wird ihm aber etwas Verwandtes gelingen.
Stell dir vor, wir tauchen anstelle eines R6hrchens
einen massiven Glasstab senkrecht in das Becken.
Nun kann kein Wasser in den Stab hinein,denner ist
ja massiv. Aber an der Aussenwand des Stabes tritt
wieder der Kapillaritatseffekt auf — allerdings ist er
weniger stark ausgepragt und man kann ihn nichtso
schon beobachten. Wir missen auch sicherstellen,
dass unser Becken so gross ist, dass nicht der Kapilla-
ritatseffekt zwischen dem Wasser und der Wand des
Beckens unser Experiment beeinflusst. Hat unser
Stab nun kreisformigen Querschnitt ...



... 0 steigt das Wasser Uberall an der Aussenwand
des Stabes gleich hoch.

Und diese Eigenschaft kommt wieder nur aus-
schliesslich dem Glasstab mit Kreisquerschnitt zu.
Wie du dir bestimmt denken kannst, haben das &us-
sere Kapillaritatsproblem und das Ladungsproblem
eine Gemeinsamkeit. Unserem Symmetrikoswird es
gelingen, beide Probleme so abstrakt zu formulieren,
dass diese Gemeinsamkeiten zu Tage treten. Dazu ist
die Mathematik als «Sprache» bestens geeignet. Rein
mathematisch gesehen, sind die beiden Probleme
nur Spezialfélle einer ganzen Klasse von allgemeine-
ren Uberbestimmten Randwertaufgaben. Eine der
erstaunlichsten Errungenschaften der mathemati-
schen Denkweise ist, miteinem einzigen Beweis eine
Vielzahl von Problemen auf einmal zu l16sen.

Der gemeinsame Weg von Achilles und der Schild-
krote neigt sich dem Ende zu.

Wir sind beinahe zu Hause. Ich mdchte Dir noch
eine Frage stellen. Gibt es denn auch technische
Anwendungen fir diese Charakterisierungen von
Kreisen und Kugeln?

Dasistjanuneineganz undgar ungriechische Frage,
die man in der Zukunft bei der Vergabe von For-
schungsmitteln immer haufiger den Mathemati-
kern stellen wird. Aber sie ist berechtigt — so schon
auch der erkenntnistheoretische Wert der For-
schung sein mag. Um die Frage zu beantworten, lass
uns das Ladungsproblem und das Kapillaritatspro-
blem unter dem Aspekt betrachten, dass sie den
zugrunde liegenden Korper eindeutig charakterisie-
ren. Und damit beschreiten wir ein weites Feld der
Mathematik, das noch in den Kinderschuhen steckt.
Dazu gehort, dass es zum Beispiel wiinschenswert
ware, auch andere einfache geometrische Gebilde
wie Ellipsen, Rechtecke, Ellipsoide und Quader so
charakterisieren zu kdnnen wie Kreise und Kugeln.
Diese Fragestellungen treten oft in der folgenden
Form auf: Lésst sich eine geometrische Form da-
durch rekonstruieren, dass man die durch den Koér-
per durchgehenden oder von ihm reflektierten elek-
tromagnetischen oder akustischen Wellen misst?
Dieses Prinzip der Tomographie werden sich am
Ende des zwanzigsten Janrhunderts die Arzte zunut-
ze machen, um ihren Patienten in den Bauch zu
schauen und ihnen ihre Organe, ihren Herzschlag
und ihre ungeborenen Kinder sichtbar zu machen.

Das klingt phantastischer als das Orakel von Delphi!

Keinschlechter Vergleich, lieber Freund. Tatséchlich
wird die Mathematik leider sehr oft die Aura des un-
erreichbaren, geheimnisumwitterten Kultes an sich
haben.

Lass mich zusammenfassen: Die Ergebnisse und Me-
thoden der mathematischen Gegenwartsforschung
legen also die Grundlagen fir die Anwendungen
der Zukunft. So wie die griechischen Geometer die
Grundlage fur Alexandroff sind, der wiederum Ser-
rin inspirieren wird, welcher seinerseits die Ideen
unseres Symmetrikos auslésen wird.

Und da eine gute Idee im Laufe der Zeit von meh-
reren Forschern aufgegriffen wird, gewinnt dieses
Prinzip nach zweieinhalb Jahrtausenden eine be-
achtliche Dynamik.

Liebe Schildkrote — ich bin beeindruckt. Wer hétte
gedacht, wie stark die Mathematik einst unser Welt-
bild gestalten wird.

Die Mathematik produziert selten schnelle, gewinn-
tréchtige Erfolge. Die Ergebnisse entstehen langsam
und so gut wie nie im Licht des 6ffentlichen Interes-
ses. Aber sie bestehen fur die Ewigkeit.

Gekirzte und bearbeitete Fassung einer Arbeit, die
1997 mit dem Klaus-Tschira-Preis fiir verstandliche
Wissenschaft an der Universitat Karlsruhe ausge-
zeichnetwurde.

Dr. Wolfgang Reichel ist seit 1998 Assistent am
Mathematischen Institut.

Er arbeitet auf dem Gebiet der partiellen
Differenzialgleichungen.
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Die Mathematik
als moderne Weltsprache:
Am Beispiel
der Differenzialgleichungen

Catherine Bandle

Es ist fir Natur- und Geisteswissenschaftler einfach
zu erkldren, womit sie sich beschaftigen. Die einen
untersuchen die Materie und die andern die Schop-
fungen des menschlichen Geistes. Viel schwieriger
zu beantworten ist diese Frage fiir einen Mathemati-
ker oder eine Mathematikerin. Die Mathematik be-
fasst sich mit Strukturen in abstracto, unabhéngig
von der Dinglichkeit ihrer Objekte. Physiker, Popu-
lationsbiologen, Okonomen kénnen die gleiche Ma-
thematik bentitzen. Im Alltag wird sie meistens nur
indirekt Uber ihre Anwendungen wahrgenommen.
Unser Kreditkartenwesen, die CD und die Compu-
tertomographie waren ohne hoch entwickelte Re-
chenverfahren unmaglich.

Die Mathematisierung der Wissenschaften ist eines
der Merkmale unserer Zeit. Viele WissenschaftlerIn-
nen kennen und gebrauchen die Mathematik in er-
ster Linieals Sprache. Fiir Galileo Galilei (1564-1642)
war sie «das Alphabet, mit dessen Hilfe Gott die Welt
geschaffen hat». Sieistin der Lage, Informationenzu
komprimieren und ihre Komplexitat zu reduzieren.
Der Wandel im Verhaltnis zwischen Mathematik
und Anwendungen geht einher mit der rasanten
Entwicklung der Computertechnik. Anstelle kost-
spieliger Experimente tritt das mathematische Mo-
dell, hdufig in Form von Differenzialgleichungen.
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Urspringe

Das Studium der Differenzialgleichungen geht auf
das 17. Jahrhundert zurick, die Zeit in der die Infini-
tesimalrechnung und die Newtonsche Mechanik er-
funden wurden. Mit dem Begriff der Funktion, das
heisst einer Vorschrift, die vorgegebenen Variablen
eine Zahl zuordnet (in vielen Féllen durch eine Kur-
ve veranschaulicht) und ihrer Ableitung (Steigung
der Kurve) wurde es mdglich, die Geschwindigkeit
und die Beschleunigung einer Masse, sowie zeitliche
Wachstumsraten von Bevoélkerungsdichten oder
Vermodgenswerten zu formulieren.

Das Tragheitsgesetz «Kraft = Masse - Beschleunigung»
kannals Gleichungmz”(t) = K(t,z(t),z" (t)) geschrie-
ben werden, wobei m die Masse, z(t) die Bahn zur
Zeitt, 2" (t) die Beschleunigung des Korpers darstel-
len.Wenninden Gleichungen Ableitungen vorkom-
men, spricht man von Differenzialgleichungen.

Als in der Folgezeit die Physik einfacher deformier-
barer Korper untersucht wurde, war man gezwun-
gen, Funktionen mehrerer Variablen einzufiihren.
Die Temperatur beispielsweise ist eine Funktion der
Zeit und des Ortes. Gleichungen, die Funktionen
mehrerer Variablen und Ableitungen nach all diesen
Variablen enthalten, nennt man partielle Differenzi-
algleichungen.



Dieersten partiellen Differenzialgleichungen finden
sich in den Arbeiten von Euler (1734). 1746 leitete
d’Alembert die Gleichung der schwingenden Saite
her, die heute noch benttzt wird.

In seiner prophetischen Arbeit «Sur les équations
aux dérivées partielles de la physique mathéma-
tique» (1890) stellt H. Poincaré eine Liste von parti-
ellen Differenzialgleichungen auf, die er sowohl fiir
die Entwicklung der Theorie der Differenzialglei-
chungen und fir das Verstdndnis der mathemati-
schen Modelle als auch fur die Analysis (Theorie der
Funktionen) fur wichtig hielt. Die Liste umfasste
klassische Gleichungen aus der Elektro-, Thermo-,
Hydrodynamik und der Optik. Poincaré stellte fest,
dass sie trotz unterschiedlichster Herkunft Ahnlich-
keiten besitzen («unair de famille») und dass sie des-
halb auch gemeinsame Eigenschaften haben sollten.
Obwohl sie nur anndherungsweise reale Vorgange
darstellten und ihre physikalische Herleitung zum
Teil unsorgféltig war, verlangte er,dass sie mathema-
tisch mit derselben Genauigkeit und Strenge behan-
deltwerden, wie dies seit1870 unter dem Einfluss der
Weierstrass’schen Schule in andern Bereichen der
Mathematik tGblich war.

Diese Haltung hat sich bis heute bewéhrt. Sogar
Goethe, der in der Regel ein etwas gebrochenes Ver-
héltnis zur Mathematik hatte, lobte sie: «Diese Be-
dachtigkeit, nur das Nachste ans N&chste zu reihen,
oder vielmehr, das N&chste ausdem Néchsten zu fol-
gern, haben wir von den Mathematikern zu lernen,
undselbstda, wowir unskeiner Rechnungbedienen,
miissen wir immer so zu Werke gehen, als wenn wir
dem strengsten Geometer Rechenschaft zu geben
schuldig wéren.»

3

Entwicklung im 20. Jahrhundert

Unter den 23 Problemen, die Hilbert im Jahre 1900
am Internationalen Mathematiker-Kongress in Pa-
risstellte, befassten sich zwei mit partiellen Differen-
zialgleichungen. Eines betraf die Glattheit und das
andere die Existenz ihrer Losungen. Hilbert interes-
sierte sich vor allem fuir diejenigen Gleichungen, die
von Variationsproblemen stammen. Damit wurde
die Agendades 20.Jahrhunderts festgelegt. IhreAus-
wirkungen erstreckten sich von der Analysis bis zur
Geometrie. Dank der Entwicklung der Funktional-
analysis wurde es mdglich, Theorien zu entwickeln,
mit denen die Hilbertschen Fragen fir grosse Klas-
sen von partiellen Differenzialgleichungen beant-
wortet werden konnten.

Typisch fir das Studium der Differenzialgleichun-
gen ist, dass es sich im Spannungsfeld zwischen den
Forderungen der Anwender, die méglichst schnell
konkrete Losungen haben mdchten, und den Ma-
thematikerInnen, die gerne und oft lieber nach den
inneren Zusammenhdangen forschen, befindet. Die-
se Herausforderung war fur seine Entwicklung for-
derlich.

In den letzten Jahren begann sich das Selbstver-
stdndnis der Mathematik wieder zu wandeln. Es
spielen zunehmend konstruktive Gesichtspunkte
eine Rolle. Anforderungen von aussen sind: gute
Modelle und zuverlassige Aussagen tber ihr qualita-
tives und quantitatives Verhalten.
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Reaktions-Diffusionsgleichungen

Ein typisches Beispiel einer partiellen Differenzial-
gleichung ist die Warmeleitungs- oder Reaktions-
Diffusionsgleichung. Sie beschreibt das Erhaltungs-
prinzip einer physikalischen Grosse.

In Worten bedeutet diese Gleichung:

Ob die Grosse u(x,t) die Temperatur eines Korpers
am Ortxund zur Zeitt oder eine Bevolkerungsdich-
te darstellt, ist irrelevant. Wichtig ist nur, dass sie
demselben Gesetz genligt, ndmlich: Die Produkti-
onsrate pro Zeiteinheit setzt sich aus den Teilchen,
die in den Ort x diffundieren, und solchen, die von
einer Quelle erzeugt werden, zusammen. Die Quell-
ergiebigkeit fistin der Regel neben dem Ort und der
Zeit auch von der jeweiligen Temperatur und von
der Konvektion abhéngig. Dies ist vor allem bei che-
mischen Reaktionen der Fall. Die préazise Form der
Funktion f hangt vom Modell ab und I&sst einen
grossen Spielraum an Mdglichkeiten zu.

Welche Probleme stellen sich in diesem Zusammen-
hang an die Mathematik?

Sie lassen sich grob in drei Klassen aufteilen:
— Diagnostik

— Voraussage
— Kontrolle
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a) Hat die Gleichung eine Lésung? Unter welchen
zusatzlichen Vorgaben, wie zum Beispiel Kenntnis
des Anfangsstadiums, ist sie eindeutig? Die Antwort
ist insofern schwierig, als die Losungen nicht expli-
zit, sondern nur ndherungsweise berechnet werden
kdnnen. Es zeigt sich, dass bei vorgegebener Tempe-
ratur auf dem Rand des Gefésses die Losung fr jede
Anfangstemperatur eindeutig bestimmt ist. Diese
Aussage beruht auf dem Minimumprinzip, welches
furalle Korper unabhangigvonihrer Geometriegul-
tigist. Esbesagt, dass bei einer positiven Quelle (Hei-
zung) das Minimum am Anfang des Prozesses oder
auf dem Rand des Kérpers angenommen wird. Dies
entspricht unseren Erfahrungen. Der kiihlste Ortin
einem geheizten Zimmer ist an der Wand oder in
dem Zeitpunkt, in dem man das Zimmer betritt.
Eine feinere Analyse zeigt ferner, dass die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit unendlich gross ist, eine Ei-
genschaft, die unserer Intuition widerspricht. Aus-
sagen dieser Allgemeinheit lassen sich weder durch
Experimente noch durch Berechnung von Spezial-
féllen gewinnen, sondern kénnen nur auf Grund
theoretischer Uberlegungen hergeleitet werden.

b) Die nummerische Berechnung der Losung bei
Vorgabe der Anfangs- und Randbedingungen erfor-
dert ausgekltgelte Verfahren. Wegen der Komple-
xitat des Problems mussen alle Symmetrien der L6-
sungen bertcksichtigt werden, um die Anzahl der
Unbekannten und damit die Anzahl der Rechnun-
gen auf ein Minimum zu reduzieren. Denn jeder Re-
chenschritt ist mit einem Fehler behaftet, der leicht
ausser Kontrolle geraten kann. Bei der quantitativen
Auswertung kommen die Computer zum Einsatz.
Die Organisation der Rechnung hat sich zu einer ei-
genstandigen Wissenschaft, dem wissenschaftlichen
Rechnen, entwickelt.

c¢) Die nummerischen Lésungen sind fir die Praxis
unbrauchbar, wenn sie nicht mit Fehlerabschatzun-
gen verbunden sind. Fir die Mathematikerlnnen
stelltsich die nicht triviale Aufgabe, diese mitder un-
bekannten genauen Ldsung zu vergleichen. Dazu
sind raffinierte Techniken entwickelt worden, die
analytische und geometrische Uberlegungen einbe-
ziehen. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Stabi-
litat, die sicherstellt, dass kleine Anderungen der
vorgegebenen Daten nur kleine Stérungen der L6-
sungen hervorrufen.



Zweck der Mathematik

Wiebereitserwahnt, bestehtein mathematisches Mo- Essind auch Uberlegungen theoretischer Art, die zur
dell aus einer Anzahl mathematischer Gleichungen, Mathematisierung vieler Wissenschaften fiihren.
welche Beziehungen zwischen einzelnen Grossen

beschreiben. Es kann sich dabei um physikalische,  —Besseres Verstandnis fur die Ursachen eines Prozesses.
biologische, soziale oder psychologische Grdssen Ein mathematisches Modell ist nur dann mdglich,

handeln. wenn die Mechanismen, die fiir den Ablauf eines
Prozesses verantwortlich sind, bekannt sind. Die

Was bezweckt man mit einem solchen Modell? abstrakte Theorie der Differenzialgleichungen kann
dazu dienen, diese Mechanismen aufzusptiren. Ob-

Es sind zundchst ganz praktische Griinde. wohl die klassischen Gleichungen der mathemati-
schen Physik wie zum Beispiel die Maxwellgleichun-

— Berechnung der Zukunft. gen nur Approximationen der Wirklichkeit sind,

Die Lésungen von Differenzialgleichungen hangen verdanken wir ihnen die Elektrodynamik und die
von Parametern ab, die in der Regel durch die Daten spezielle Relativitatstheorie.
zu Beginn eines Prozesses festgelegt werden. Die

Mathematik liefert Methoden, um den spaterenVer-  —Gewinnung neuer mathematischer Erkenntnisse.

lauf zu berechnen. Paradebeispiele dafiir sind Wet- Ein grosser Teil der modernen Analysis hat seine
tervorhersagen, Satellitenbahnen, Voraussagen von Wurzeln in der Theorie der Differenzialgleichun-
Mond- und Sonnenfinsternissen, welche in friihe- gen. Die Frage, ob eine Losung existiert, auch wenn

ren Zeiten den Mathematikern hohes Ansehen ver- sie nichtexplizitangegeben werden kann, fuhrte zur
liehen haben. Heute wird eifrig nach einer Formel Entwicklung der Funktionalanalysis, einer der tief-
gesucht, mit der sich die Entwicklung der Finanz- grundigsten Theorien des 20. Jahrhunderts.

markte vorausbestimmen l&sst. Dieser Aspekt hat

Robert Musil besonders beeindruckt, wenn er sagt:

«Man kann die Mathematik eine geistige Idealappa- Fazit
ratur nennen mit dem Zweck, alle mdéglichen Félle
prinzipiell vorzudenken. Das ist Triumph der geisti- Zur Erfassung der komplexen Strukturen der heu-
gen Organisation.» tigen Wissenschaften hat sich die Mathematik als
dusserst effizient erwiesen. Ihre Methode beruht in
— Verzicht auf Experimente. erster Linie darauf, komplizierte Sachverhalte auf
Falls sich die Mechanismen eines Prozesses mathe- einfachere zurtickzufiihren. Sie ist das geistige In-

matisch beschreiben lassen, kann sein Verlauf be- strument, mit dem abstrakte Strukturen wahrge-

rechnet werden. Wenn die Rechnungen zuverlassig nommen werden. Begriffliche Klarheit und logische

sind, kann auf Experimente verzichtet werden. Dies Konsistenz — keine andere Wissenschaft verkorpert

spieltbeispielsweise bei der Bestimmung der maxima- diese Merkmale so vollkommen wie die Mathema-

len Belastbarkeit einer Briicke eine wichtige Rolle. tik. Die Differenzialgleichungen gehdren zu den Ge-
bieten, indenen die Anwendbarkeit der Mathematik
amdeutlichstensichtbarwird. Ihre Spracheistinter-
disziplinar und verbindet Wissenschaftlerinnen der
verschiedensten Sparten.

Prof. Dr. sc.math. Catherine Bandle ist
Extraordinaria fur Mathematik am Mathematischen
Institut der Universitat Basel.
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Demokratie
mathematisch beleuchtet

Yuri F. Bilu und Christine U. Liebendorfer

Marie-Jean-Antoine-Nicolas de Caritat, Marquis de
Condorcet (1743 - 1794), war Philosoph, Mathemati-
ker und ein bliihender Verfechter der Demokratie
und der Menschenrechte. Da er junger war als die
anderen grosseren franzdsischen Aufklarer, erlebte
er die Franzosische Revolution mit und nahm sogar
aktiv daran teil. Er setzte sich daftir ein, das Leben
des Konigs zu verschonen, was dazu fiihrte, dass er
wdhrend der Schreckensherrschaft der Jakobiner
eingesperrt und vermutlich im Gefangnis umge-
brachtwurde.

Das von Condorcet um 1785 verdffentlichte Essai sur
I"application de I'analyse & la Probabilité des décisions
rendues & la pluralité des voix (im folgenden Essai
genannt) hat einen besonderen Stellenwert in
der Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie. Als
Beispiel seines dort gezeigten Scharfsinns mag das
folgende Condorcet Paradox dienen: Es ist moglich,
dass eine Mehrheit die Wahl A der Wahl B vorzieht,
eine Mehrheit die Wahl B der Wahl C vorzieht und
dennoch eine Mehrheit die Wahl C der Wahl A vor-
zieht. (Ein Mathematiker wirde sagen, dass «die
Mehrheit zieht vor» nicht transitiv ist.) Wir wollen
dieses angebliche Paradox an einem Beispiel illu-
strieren. Corinne, Monika und Stephan mdgen
Hamburger, Pizza und Rosti, mit den folgenden
Ordnungen von Vorziigen der drei Wahlen: HPR fur
Corinne, PRH fiir Monika und RHP fiir Stephan.
Dann werden Corinne und Stephan wohl eher
Hamburger essen anstatt in die Pizzeria zu gehen,
wahrend Corinne und Monika lieber Pizza essen
und Rosti-Lokale meiden. Falls Monika und Step-
han sich zum Essen verabreden, werden sie eher ein
traditionelles Rosti-Lokal aufsuchen, als dass sie
Hamburger im Fast-Food-Lokal zu sich nehmen.
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Das «Condorcet Jury Theorem»

In seinem Essai vertritt Condorcet die Meinung,
dass die Mehrheit einer Gruppe von qualifizierten
Wéhlern, die zwischen zwei Dingen wéhlen kénnen,
wahrscheinlich die richtige Wahl treffen wiirde.
Ausserdem geht er davon aus, dass sich diese
Wahrscheinlichkeit mit zunehmender Anzahl von
Wéhlern bis zur vollstdndigen Sicherheit erhdhen
wirde.

Condorcet hat diese Aussage eigentlich nichtexplizit
formuliert, vielmehr hat er sie mit mehreren «hypo-
thetischen Situationen» untermauert. Erst einige
Zeitspater hatder britische Soziologe D. Black dieses
Themawieder aufgegriffen und obige Bemerkungin
seinem Buch The theory of Committees and Elections
(Cambridge, 1958) niedergeschrieben.

Das Condorcet Jury Theorem (dessen Name von
Black stammt und das wirim Folgenden mit CJT ab-
kiirzenwerden) ist kein einzelnes Theorem, sondern
eine Reihe von mathematischen Voraussetzungen,
die die Richtigkeit von Condorcets Aussagen impli-
zieren.

FureinenindividuellenWahlervbezeichnenwir mit
p(v) seine Kompetenz, das heisst die Wahrscheinlich-
keit, dass v die richtige Wahl trifft. Folglich ist p(v)
eine Zahl zwischen o und 1. Falls p(v) grosser als o.5
ist, dann ist es wahrscheinlicher, dass v die richtige
Wahl trifft. Ist p(v) kleiner als o.5,dann ist die falsche
Wahlwahrscheinlicher.

In seiner einfachsten Form lautet das CJT wie folgt:



Allerdings sind die Voraussetzungen hier zu stark,
denn es ist einerseits unrealistisch, dass alle Wahler
dieselbe Kompetenz haben und andererseits unab-
héngig voneinander entscheiden. Man kénnte zum
Beispiel annehmen, dass Mitglieder einer Familie
oder derselben politischen Partei &hnlich entschei-
den. Oder man denke an einen Populisten mit ho-
hem Einfluss auf andere Wahler.

Der Fall von abhé&ngigen Wéhlern wurde von vielen
Forschern untersucht. Im Folgenden werden wir
stets annehmen, dass alle Wahler unabhangig von-
einander sind, was (mindestens ungefahr) fir die
meisten Situationen des wirklichen Lebens zutrifft.

«Stay away from fair coins»

Gegeben sei also eine Gruppe von Wahlern, die im
Allgemeinen verschiedene Kompetenzen haben. Da
wir die Voraussetzungen in Theorem 1 abschwéchen
wollen, stellt sich die folgende Frage:

Gendigtes (fiir die Gultigkeit des CJT) anzunehmen,
dass die Kompetenz jedes Wéhlers o.5 Uibersteigt?

Die Antwort ist «<nein», wie uns Jacob Paroush, Wirt-
schaftsprofessor an der Bar Ilan Universitatin Israel,
lehrt, denn unter diesen Voraussetzungen steigt die
Wiahrscheinlichkeit der richtigen Entscheidung
nicht mit der Anzahl der Wahler. Um dies einzuse-
hen,betrachtenwireine GruppevonWahlern,deren
Kompetenzgenau o.sist; das heisst, fiir jeden Wahler
ist die richtige oder falsche Entscheidung gleich
wahrscheinlich. Ihre Wahl ist dann ebenfalls mit
gleicher Wahrscheinlichkeit richtig oder falsch. Ma-
thematisch gesprochen ist die Wahrscheinlichkeit P,
dass die Mehrheit der Wéhler die richtige Entschei-
dung trifft, genau o.s.

Nun verandernwir die Kompetenzen der Wéhler, so
dass sie leicht hdher liegen als o.5. Damit steigt auch
die Wahrscheinlichkeit P leicht (iber 0.5 an. Sind die
Verdnderungen der Kompetenzen klein genug, dann
wird auch die Verdnderung fur P ganz klein sein (in
der mathematischen Sprache heisst dies, dass P
stets von den Kompetenzen der Wahler abhéngt).
Zum Beispiel wére P fur eine geeignete Verdnderung
der Kompetenzen gleich o.501, was bedeuten wiirde,
dass die Mehrheit beinahe gleich wahrscheinlich
richtig oder falsch entscheidet, und dies unabhéngig
von der Anzahl der Wahler.

In seinem Artikel Stay away from fair coins [Soc.
Choice Welfare 15 (1998), 15 - 20] gibt Paroush Bei-
spiele an, die dieses Phdnomen illustrieren. Das fol-
gende wurde angeregt durch eine gemeinsame Ar-
beit von Paroush und Daniel Berend, Professor der
Mathematik an der Ben-Gurion Universitét (Israel).
Seien v,...,v, eine Gruppe von Wéhlern mit wie
folgt definierten Kompetenzen: p(v,) = 1/2 + 1/2,
p(v,) =1/2+1/4,p(vy) =1/2+ 1/6,p(v,) =1/2+1/8
und so weiter. Unter Verwendung von Methoden
der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie (zentra-
ler Grenzwertsatz) zeigen Berend und Paroush, dass
fur grosse n die Wahrscheinlichkeit P nahe bei o.5
liegt, was bedeutet, dass fiir dieses Beispiel das CJT
falsch ist.

Paroush nennt Individuen mit Kompetenz o.s fair
coinsundwirwollendiesen Abschnitt miteinemlan-
gen, aber interessanten Zitat seines Artikels schlies-
sen.

«...their [fair coins’] votes are meaningless, they on-
ly introduce noise to any social choice and therefore
they are inessential in the decision making process.
The importance of staying away from fair coins is a
reasonable explanation of the restrictions imposed
by democratic countries on the permission to parti-
cipate in the social choice activity that we do obser-
ve. It is evident that several groups of individuals
who are considered fair coinsor irrational in the sen-
se that they make their choice at random, such as yo-
ungsters below a certain age or individuals who are
hospitalized in lunatic asylums are not allowed to
vote.

Most of the members of primitive tribes are not
essential in the decision making process because
they are almost close to fair coins. In these tribes de-
cisions are not taken by a simple majority rule in a
democratic way but are made by a committee of the
elders. Because of their life experience, only the el-
ders are considered individuals who stay away from
v2.Nooneknowsif the survival of these tribeswould
have been guaranteed with any alternative decision
making process. Finally, note that the subject discus-
sed here may also be a relevant argument in the end-
less debates if whether or not workers should take
part in management decisions or students should
participate in academic committees.»
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Die durchschnittliche Kompetenz

Wir definieren die durchschnittliche Kompetenz ei-
ner Gruppe als die Summe der Kompetenzen aller
Wihler, dividiert durch ihre Anzahl. Die folgende
Aussage wurde von mehreren Forschern gleichzeitig
gefunden.

Demnach triffteine grosse Gruppe von Wéhlern mit
durchschnittlicher Kompetenz o.s01 sehr wahr-
scheinlich die richtige Entscheidung. Dieses Theo-
rem ist viel natzlicher als Theorem 1. Zum einen ist
die Voraussetzung viel schwéacher, und zum anderen
ist es viel einfacher, die durchschnittliche Kompe-
tenzeiner Gruppealsdie individuelle Kompetenz je-
des einzelnen Wéhlers zu bestimmen. Es ist jedoch
maoglich, dass eine Wahlergruppe viele «fair coins»
enthélt, womit sich ihre durchschnittliche Kompe-
tenz sehr stark o.5 anndhert. Kann man Theorem 2
auf solche Gruppen anwenden? «Ja», lautet die Ant-
wortvon Berend und Paroush. Im Weiteren soll eine
Waéhlergruppe vernunftig heissen, wenn minde-
stens 1% der Mitglieder eine Kompetenz zwischen
0.001 und 0.999 haben. (Es ist in der Tat hdchst un-
vernuinftig zu glauben, dass 99% der Wéhler entwe-
der «sehr klug» oder «sehr dumms sind.)

Folglich kann einer grossen Gruppe von Wahlern
mit einer durchschnittlichen Kompetenz, die sich
mit steigender Anzahl Wahler «langsam» o.5 ndhert,
vertraut werden. Die letzte Bedingung ist recht sub-
til: Berend und Paroush zeigen, dass *vn nicht ein-
mal durch vn ersetzt werden kann.
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Entscheidungsregeln

Trotz der alarmierenden Beispiele aus dem zweiten
Abschnitt kénnen wir also der Mehrheit der Wahler
vertrauen; mindestens dann, wenn die Anzahl der
Wiéhler gross genug ist. Gleichwohl kénnen wir uns
nun folgende Frage stellen:

Ist der Mehrheitsentscheid die beste Vorgehenswei-
se, oder gibt es eine effizientere Mdglichkeit, eine
Entscheidung zu treffen?

Seiwie obenv,,..., Vv, eine Gruppe von Wahlern, die
eine ja/nein-Wahl treffen massen. Eine Wahl ist eine
Folge von n Termen, wobei jeder Term entweder ja
oder nein ist. Das heisst, jeder Term entspricht der
Entscheidung eines einzelnen Wahlers aus der
Gruppe. Eine Entscheidungsregel ist die Zuordnung
eines endgiltigen Wahlergebnisses ja oder nein zu je-
der Wahl gemass einer Regel. Zum Beispiel kann das
Wahlergebnis dem entsprechen, was die Mehrheit
derWahler entschieden hat; diese Regel heisst Mehr-
heitsregel. In allen Fallen, in denen die Anzahl n der
Wahler ungeradeist, liefert sie ein eindeutiges Wahl-
ergebnis. Wir kdnnen unsauch vorstellen, dass einer
der Wéhler (sagen wir v,) viel kompetenter ist als die
anderen und wir das Wahlergebnis allein aufgrund
seiner Meinung treffen und alle anderen Meinungen
ignorieren. Dies ist die Expertenregel.



Eine wichtige Klasse von verniunftigen Entschei-
dungsregeln sind die gewichteten Mehrheitsregeln,
das heisst, wir ordnen den Wahlern «Gewichte»
Wy,...,W, zU. Diese Gewichte kdnnen beliebige nicht
negative Zahlen sein. (Manchmal sind auch negati-
ve Gewichte erlaubt.) Flr jede Wahl wird das Wahl-
ergebnis wie folgt bestimmt: Ist die Summe der Ge-
wichte der Wahler, diejagestimmthaben, grésser als
die Summe der Gewichte der Wéhler, die nein ge-
stimmt haben, dann ist das Wahlergebnis ja. Im um-
gekehrten Fall ist das Wahlergebnis nein. Hier ergibt
sich stets ein eindeutiges Wahlergebnis, falls fur alle
maglichen Festlegungen der =-Vorzeichen die Sum-
me +w,+...xw, nicht null ist. Die Mehrheitsregel
und die Expertenregel (mit v, als «Experte») sind
Spezialfalle der gewichteten Mehrheitsregeln, ndm-
lich mit den Gewichten (a,...,1) respektive (1,0...,0).
Man beachte, dass verschiedene Gewichte dieselbe
Regel definieren kdnnen. Zum Beispiel kann die
Mehrheitsregel fir drei Wahler auch durch die
(4.3,2)-gewichtete Mehrheitsregel beschrieben wer-
den. Hingegen kann nicht jede vernuinftige Entschei-
dungsregel durch eine gewichtete Mehrheitsregel
definiert werden. Seien zum Beispiel 15 Wahler in 3
Komitees mit je s Wahlern unterteilt. Jedes Komitee
entscheidet gemadss der Mehrheitsregel, und das
Wabhlergebnis entspricht der Mehrheit der Komitee-
wahlen. Diese Vorschrift ist sinnvoll (sie widerspie-
gelt beispielsweise die Prasidentenwahlen in den
USA), kannaber nichtals gewichtete Mehrheitsregel
dargestellt werden.

EinanderesBeispiel einer nicht gewichteten Regel ist
die qualifizierte Mehrheitsregel, deren Wahlergebnis
nein ist, es sei denn, mindestens zwei Drittel der
Wahler stimmen ja. (Diese Regel wird beispielswei-
se im Rahmen eines «Impeachment»-Verfahrensim
Senat der USA angewandt, um den Prasidenten des
Amteszu entheben.) Zur Veranschaulichungschrei-
ben wir alle méglichen gewichteten Mehrheitsre-
gelnflir 4oderweniger Wahler nieder. Dadie Wahler
Vy,...,V, immer so umnummeriert werden kénnen,
dass fur ihre Gewichte w,>...>w,, gilt, gentigt es, alle
moglichen Regeln mit nicht aufsteigenden Folgen
von Gewichten aufzuzahlen. Fur die «Menge» eines
einzigen Wabhlers gibt es nur eine Regel, welche Ex-
perten- und Mehrheitsregel zugleich ist. Auch fur
zwei Wahler gibtes nur eine Regel, die Expertenregel
(1,0). FUr drei Wahler gibt es die Expertenregel
(1,0,0) und die Mehrheitsregel (1,1,1). Drei mdgliche
Regeln gibt es fiir vier Wahler: erstens die Experten-
regel (1,0,0,0); zweitens die Regel (1,1,1,0), die bedeu-
tet,dassv,, v, undv;durch Mehrheitentscheidenund
dieWahlvonv,ignorieren; drittensdie Regel (2,1,1,1),
bei der v, gewinnt, sobald mindestens einer der an-
derenseine Meinungteilt,aber verliert,wennallean-
deren gegen ihn sind. Das Aufzdhlen aller gewichte-
ten Regeln fiir s Wahler sei als gute Ubung dem Leser
Uberlassen (es gibt 7 verschiedene Regeln).

Expertenregel gegen Mehrheitsregel

Wir kehren nun wieder zur Fragestellung des vor-
hergehenden Abschnittes zuriick. Dabei wollen wir
eine Entscheidungsregel fiir eine Mengev,,...,v,von
Wahlern optimal nennen, wenn sie mit hochster
Wahrscheinlichkeit die «richtige» Entscheidung
trifft. Sind die Kompetenzen p,,..., p, der Wahler
bekannt, so ist die optimale Regel gegeben durch
die gewichtete Mehrheitsregel mit den Gewichten
w; =In 1Eip_ - Um dies besser zu verstehen, be-
trachte man drei Beispiele. 1) Ist die Kompetenz p;
nahe bei 1, dann ist das zugehdrige Gewicht eine
grosse positive Zahl. Das ist ganz natirlich, denn die
Meinung eines solchen Wabhlers sollte ein grosses
Gewicht haben. 2) Ist p; nahe bei o, dann ist w; eine
sehr grosse negative Zahl. Auch dies ist gut verstand-
lich, denneinderartiger Wahler ist so unverniinftig,
dass diejenige Meinung, die seiner eigenen wider-
spricht, mdéglichst viel Gewicht tragen sollte. 3) Ist
die Kompetenz p,=1/,dannistw;=o.Dies bedeutet,
dass die Meinung einer «fair coin» schlichtweg miss-
achtet werden sollte.

Naturlich sind im Allgemeinen die Kompetenzen
unbekannt. Ausserdem ware ein guter Test, der die
Kompetenz eines Individuums feststellen kénnte,
hochstwahrscheinlich nicht finanzierbar und sogar
illegal. Daher ist es wichtig, ein «Mass der Effizienz»
einer Entscheidungsregel fur Wahler mitunbekann-
ter Kompetenz festzulegen. Anhand dieses Masses
kénnenwir dann die effizienteste der Regeln heraus-
finden. Nun wird als Effizienz einer Entscheidungs-
regel die Wahrscheinlichkeit definiert, mit der diese
Regel fur eine zuféllig ausgewahlte Menge von
Wahlern optimal ist.
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Ein Statistiker wiirde sagen, dass das Wort «zuféllig»
nur dann einen Sinn hat, wenn eine Verteilung der
Zufallsobjekte, in unserem Fall sind das die Kompe-
tenzen der Wahler, festgelegt wird. Deshalb werden
wir annehmen, dass die Kompetenzen im Intervall
[0.5,1] gleich verteilt sind. Das bedeutet, dass alle
Kompetenzen grosser oder gleich o.5 sind und dass
die Anzahl der Wahler mit einer Kompetenz zwi-
schen o und B proportional zur Differenz B—a ist.
Mit anderen Worten, 20% der Wahler haben eine
Kompetenz zwischen 0.6 und o.7, 40% der Wéhler
haben eine Kompetenz zwischen 0.8 und 1, und so
weiter.

Fur eine kleine Anzahl von Wahlern vergleichen
Jacob Paroush und Shmuel Nitzan (auchvon der Bar
Ilan Universitat) mittels der heuristischen Monte-
Carlo-Methode die Effizienz der Expertenregel mit
der der Mehrheitsregel (und noch weiteren). Er-
staunlicherweise konnte festgestellt werden, dass die
Expertenregel viel effizienter ist als die Mehrheitsre-
gel. Fur drei Wahler hat beispielsweise die Experten-
regel eine Effizienz von 68%, wahrend die der Mehr-
heitsregel nur 32% betragt. Diese Untersuchung
wurde von Daniel Berend und Jgrgen Harmse, einem
Mathematiker der Universitét von Texas in Austin,
fortgesetzt. Mit Methoden der modernen Mathema-
tik konnten Berend und Harmse die heuristischen
Berechnungen von Nitzan und Paroush bestétigen
und fur eine grosse Anzahl Wahler die Gberwalti-
gend hohe Effizienz der Expertenregel gegeniiber
der Mehrheitsregel zeigen. Zum Beispiel ist fur 99
Wiéhler die Expertenregel mindestens 10%-mal effi-
zienter als die Mehrheitsregel! (Bemerkenswert ist
dabei, dass die Arbeit von Berend und Harmse die
Eigenschaften der {-Funktion nutzt. Diese Funktion
ist ein zentrales Objekt der reinen Mathematik, der
man lange Zeit jegliche «praktische» Bedeutung
absprach.)

Nun kénnte man annehmen, dass das Phdnomen
der Effizienz der Expertenregel von der vorausge-
setzten Gleichverteilung der Kompetenzen abhangt,
die nun wiederum keine gute Beschreibung des rea-
len Lebens ist. Aber Berends Doktorandin Luba
Sapir untersuchte die Effizienz fur viele verschiede-
ne Arten von Verteilungen, und die Expertenregel
erwies sich hartnéckig als viel effizienter als die
Mehrheitsregel.
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Schlussbemerkungen

Ineiner demokratischen Gesellschaftistein Komitee
aus funf Mitgliedern, welches die (2,1,1,1,0)-gewich-
tete Mehrheitsregel anwendet, kaum vorstellbar.
Genau diese ist aber gemadss Nitzan und Paroush die
effizienteste Regel fur funf Wahler. Die Expertenre-
gel kommt an zweiter Stelle, und die Mehrheitsregel
liegt an siebter und letzter Stelle. Bedeutet dies, dass
die Diktatur (der Expertenregel entsprechend) die
bessere Art einer sozialen Ordnung darstellt als die
Demokratie? Naturlich nicht, denn die vielseitigen
menschlichen Eigenschaften der Wahler oder Ex-
perten werden von unserem Modell nicht beruck-
sichtigt. Die Diktatur mag wohl sehr effizient sein,
sie sorgt aber kaum fiir Stabilitat. Zu sehr hangt sie
von Gesinnungsschwankungen einer einzelnen Per-
son ab. Man denke zum Beispiel an Frankreich unter
Louis XIV. Die Erfahrung zeigt, dass eine gut ein-
gespielte Demokratie (wie in der Schweiz oder in
England) die stabilsten politischen Verhaltnisse ga-
rantiert. Die beste Losung besteht wahrscheinlichin
einer ausgewogenen Mischung zwischen Demokra-
tie und Diktatur. In der Tat enthélt jede Demokratie
auch autoritare Strukturen (beispielsweise in der
Armee oder wahrend Notzustdnden), und fast jeder
Diktator stutzt sich auch auf demokratische Ent-
scheide.

Die detaillierte Analyse der verschiedenen Arten von
sozialen Ordnungen gehdort jedoch ins Gebiet der
Soziologie und nicht der Mathematik. Deshalb las-
sen wir es hiermit bewenden.

Wir méchten uns bei Daniel Berend, Wolfgang Rei-
chel und Thomas J. Zehrt fur wertvolle Bemerkun-
gen und Vorschlage bedanken.

Dr. Yuri Bilu ist seit 1998 Assistent
am Mathematischen Institut.
Sein Arbeitsgebiet ist die Zahlentheorie.

Christine Liebendorfer hat in Basel das
Mathematikdiplom erworben.

Sie ist Assistentin und dissertiert Giber ein Thema
aus der Zahlentheorie.



Die wahre Geometrie
oder denkbare Geometrien

Hans-Christoph Im Hof

Praktische geometrische Kenntnisse sind in der
Geschichte der Menschheit schon frith anzutreffen:

— Nachdem Hochwasser siehtallesandersaus. Das neu
zu verteilende Land muss neu vermessen werden.
Das ist Geometrie im strengen Sinne des Wortes.

— DiePlanung komplizierter Bauwerke erfordert Tech-
niken der raumlichen Geometrie.

—Wer Ubers Meer fahrt oder den Himmel beobachtet
undzuordnenversucht,wasersieht,bedientsich der
sphérischen Geometrie.

Etwas Neues begegnet uns vom 6. Jahrhundert v.
Chr. an in der griechischen Kultur. Die Geometrie
wird — wie auch die Arithmetik — zu einem Gegen-
stand des Nachdenkens. Des Nachdenkens wuirdig
ist sie nicht als ein Sammelsurium nditzlicher geo-
metrischer Techniken, sondern als ein nach den
Regeln der Logik errichtetes Gedankengebéude, in
welchem eindeutige mathematische Aussagen als
richtig gelten, wenn sie durch eine nachvollziehbare
Kette von logischen Schllissen bewiesen werden
kdnnen.

Aus nichts I&sst sich nichts folgern. Das Gebaude
steht auf einem Fundament, auf einer Reihe von
nicht bewiesenen, sondern als richtig postulierten
Grundtatsachen. Okonomie und guter Geschmack
verlangen, die Liste der Postulate kurz zu halten. Was
beweisbar ist, soll nicht postuliert werden.
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Tetraeder

Die Elemente des Euklid

Das erste systematische Lehrbuch der Mathematik,
das die Jahrtausende Uiberlebt hat, sind die Elemente
des Euklid. Hier wird eine Wissenschaft nach dem
von Aristoteles aufgestellten Programm aufgebaut.
Ausgehend von Postulaten werden Satze bewiesen
und daraus weitere Satze und so weiter ad infinitum,
praktisch so lange, wie sich innerhalb einer Theorie
interessante offene Probleme finden lassen.

Die geometrischen Buicher der Elemente filhren von
der elementaren ebenen Geometrie bis zur Theorie
der Platonischen Kdrper (Tetraeder, Oktaeder, Wiir-
fel, Ikosaeder und Dodekaeder). Die Platonischen
Kdérper, unter allen von ebenen Flachen begrenzten
raumlichen Gebilden diejenigen grosstmoglicher
Symmetrie, finden wir im platonischen Dialog
«Timaios» beschrieben. Sie sind dort zugeordnet
den Elementen (Feuer, Luft, Erde, Wasser und —
quintaessentia), welche sich nach Massgabe der geo-
metrischen Mdglichkeiten ineinander umwandeln
kdnnen. Heute gehort die aus dem Studium von
Symmetrien entwickelte Theorie der Symmetrie-
gruppen zum Instrumentarium der Theoretischen
Physik.

Oktaeder



\/



Abbildung 2:

Eine Gerade, ein Punkt

... und die (dadurch eindeutig bestimmte?) Parallele

Die Parallelentheorie -
ein Stein des Anstosses

Wir kehren zuriick zur elementaren ebenen Geome-
trie. Einwichtiger Satz bei Euklid besagt, dassesinei-
ner Ebene zu einer Geraden und einem nichtauf ihr
liegenden Punkt eine und nur eine Gerade gibt, die
den Punkt enthalt und zur gegebenen Geraden pa-
rallel ist. Diesen Satz beweist Euklid unter Verwen-
dungdesimVergleich zudenandern Postulaten eher
umsténdlich klingenden so genannten 5. Postulates.

Das 5. Postulat und mit ihm die ganze euklidische
Parallelentheorie wurde sogleich zu einem Stein des
Anstosses. Nicht dass die Schlussigkeit der Beweise
und damit die Richtigkeit der Satze angezweifelt
wurden — die euklidische Parallelentheorie steht
auch durchaus im Einklang mit der Erfahrung —,
der Vorwurf, der bereits von den friihesten Kom-
mentatoren an Euklid gerichtet wurde, lautete: Das
5. Postulat sei ein beweisbarer Satz, es soll also nicht
postuliert, es soll bewiesen werden.

Wer Beweisbarkeit behauptet, schuldet einen Be-
weis. Wird ein Beweis gefunden, ist die Sache erle-
digt. Solange kein Beweis bekannt ist (und solange
auch die prinzipielle Unmdglichkeit eines solchen
Beweises nicht nachgewiesen ist), bleibt offen, ob
«nur» mangelnde Einsicht oder aber prinzipielle
Unmadglichkeit das Finden des gesuchten Beweises
verhindern.
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Eine Geschichte von Irrtimern

Waéhrend zweier Jahrtausende haben unzahlige Ma-
thematiker der Antike, der islamischen Welt und des
Abendlandes versucht, das 5. Postulat zu beweisen.
Alle «Beweise» sind falsch: Sie enthalten entweder
Fehlschliisse oder aussermathematische Argumente
(z.B. Ruckgriffe auf die «Natur der Geraden») oder
sie stiitzen sich auf ein anderes, meist mit dem fiinf-
ten dquivalentes Postulat. Dies kann stillschweigend
geschehen—dann ist der Beweis liickenhaft —oder es
wird ausgesprochen. In diesem Falle ist der Beweis
nicht wirklich falsch, er halt nur nicht, was er ver-
spricht. Dass.Postulatwird dann nichtaus den tbri-
gen, sondern mit Hilfe eines neuen «flinften» Postu-
lates bewiesen, und das Problem reduziert sich auf
eine Frage des Geschmacks: namlich auf die Frage,
welche von zwei gleichwertigen Aussagen postuliert,
welche bewiesen wird.

Einige der Versuche, das 5. Postulat zu beweisen,
lassen sich—mehr oder weniger —durch den folgen-
den Gedankengang beschreiben. Wir versuchen, ein
Rechteck, das heisst ein Viereck mit vier rechten
Winkeln zu konstruieren.

Wir beginnen mit einem rechten Winkel (), fiigen
zwei weitere rechte Winkel hinzu (b) und fragen
nach der Grosse des vierten Winkels (c). Nennen wir
denvierten Winkel «. In der euklidischen Geometrie
wird gezeigt—mit Hilfe des 5. Postulates —, dass « ein
rechter Winkel ist. Kénnte dies ohne Verwendung
des 5. Postulates gezeigt werden, so wiirde daraus ein
Beweis des 5. Postulates folgen.

Eine mdgliche Strategie zum Nachweis, dass a ein
rechter Winkel ist, besteht darin, die Annahme, dies
sei nicht der Fall, ad absurdum zu fihren. Ist a kein
rechter Winkel, so ist es entweder kleiner oder gros-
ser als 9o°. Die Annahme, « sei grosser als 9o°, lasst
sich leicht zu einem Widerspruch fuihren, kann also
verworfen werden. Die Annahme, « sei Kleiner als
90°, lasst sich indessen nicht (ohne Trugschluss) ad
absurdum fihren.

a)

b)

c)
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Die unerwartete Losung

Erst zu Beginn des 19. Jahrhunderts wurde die L6-
sung gefunden: Neben der euklidischen existiert
einevollig gleichberechtigte nichteuklidische (die so
genannte hyperbolische) Geometrie. In ihr gelten
dieselben Postulate wie in der euklidischen, mit Aus-
nahme des fuinften, von welchem die Negation gilt.
Die beiden Geometrien widersprechen einander,
jede ist aber in sich so stimmig (widerspruchsfrei)
wie die andere. Somit ist es prinzipiell unmdglich,
das 5. Postulat aus den tibrigen zu beweisen.

Die Entdeckung einer zweiten Geometrie war eine
wissenschaftliche Revolution. Es ging nun nicht
mehr um die Beschreibung der einen wahren Geo-
metrie, sondern um die Entdeckung und Erfor-
schung «aller» denkbaren Geometrien.

Die Mathematik liefert nicht dasWahre,sondern das
Denkbare: einen Katalog von Modellen. Im Alltags-
leben hat sich das Modell der euklidischen Geome-
trie bewéhrt. Ob unsere Tische rechteckig oder nur
beinahe rechteckig sind, ist irrelevant. Welche Geo-
metrie hingegen fur die Beschreibung des Univer-
sums die angemessenste ist, dies ist eine offene Fra-
ge. Sie liegt ausserhalb der Mathematik.
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Prof. Dr.phil. Hans-Christoph Im Hof
ist Ordinarius fiir Mathematik
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Reale Welt - Beobachtbare Welt

Ortwin Gerhard

Astronomische Bilder sind von beeindruckender
Schonheit. Aber was bedeuten sie? Sie als Abbild von
Naturphdnomenen und Naturgesetzen quantitativ
zu beschreiben und zu verstehen, bendtigt physika-
lisches Verstandnis und nicht selten mathematische
Fertigkeiten. Ich mdchte hier nur einen Aspekt he-
rausgreifen, der auf einer Besonderheit der Astro-
nomie beruht. Anders als in der Tomographie kann
man namlich ein bestimmtes astronomisches Ob-
jekt nur in einer einzigen Projektion beobachten.

Nehmen wir eine elliptische Galaxie, eine Ansamm-
lung von vielleicht 1011 Sternen, die ihren Namen
daher hat, dass sie am Himmel als elliptische Licht-
verteilung erscheint. Abweichungen von der Ellip-
senform sind nur von der Grdsse von etwa 1%. Ellip-
tische Galaxien sind durchsichtig, das heisst, man
siehtalle Sterne in der Projektion. Schon lange weiss
man, dass eine Sternverteilung, die im dreidimen-
sionalen Raum Ellipsoidform hat, in allen Projek-
tionen elliptisch erscheint. Daalle elliptischen Gala-
xien elliptisch erscheinen, liegt der Schluss nahe,
sie seien in Wirklichkeit Ellipsoide (ein statistisches
Argument). Wenn da nicht die einprozentigen Ab-
weichungen wéren.

Wieeindeutigistalsodie Deprojektion, das heisst die
Rekonstruktion der dreidimensionalen raumlichen
Verteilung? Naturlich im Allgemeinen Uberhaupt
nicht, man kann jaimmer Licht beliebig entlang je-
der Sichtlinie hin- und herschieben, ohne dass sich
das Bild dndert. «Beliebig» ware aber nicht mit dem
statistischen Argument vertréglich. Wie aber dann?
Nehmen wir an, wir hatten noch die zusatzliche In-
formation, dass die Sternverteilung im Dreidimen-
sionalen symmetrisch um eine Drehachse ist. Kann
man sie dann eindeutig aus dem Bild deprojizieren?
Ein einfaches mathematisches Argument sagt nein:
Ein Teil der Lichtverteilung bleibt durch das Bild
unbestimmt; mathematisch ausgedrickt fehlt die
Information in einem Kegel (Konus) im so genann-
ten Fourierraum der Lichtverteilung. Wenn aber In-
formation fehlt, kann man aus dem Bild die dreidi-
mensionale Verteilung nicht rekonstruieren. Mehr
noch, durch Veranderung der Information in die-
sem Konus l&sst sich die dreidimensionale Vertei-
lung &ndern, ohne dass man es im Bild sieht!
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Die Abbildung zeigt eine so genannte Konusdichte.
Addiert man eine solche Konusdichte zu einer nor-
malen, Uberall positiven Sterndichteverteilung, so
I&sst sich eine andere positive Verteilung mit identi-
schem Bild erzeugen. Das Erstaunliche an der in der
Abbildung gezeigten Verteilung: sie ist in allen Pro-
jektionsrichtungen néher als 45 Grad zur z-Achse
unsichtbar! Positive und negative Anteile addieren
sich zu null,und zwar Giber das ganze Bild! Nurwenn
man geniigend weit von der Seite schaut, das heisst
mit Winkel grosser als 45 Grad von der z-Achse, sieht
man sie im Bild. (Fir andere Winkel lassen sich ahn-
liche Konusdichten konstruieren.) Ohne das mathe-
matische Argument wére es sicher nicht so einfach
gewesen, eine solche Verteilung zu konstruieren.

Die im Bild gezeigte Konusdichte enthélt viel Licht
nahe der dquatorialen (R-)Ebene. Dies entspricht
einer rotationssymmetrischen, scheibenartigen Stern-
verteilung. Eine Sternscheibe ist auch oftmals die
Erklarung fiir die beobachteten einprozentigen Ab-
weichungen von der Ellipsenform. Die Abbildung
zeigt, dass die Amplituden solcher Scheiben nur sel-
ten genau bestimmt werden kénnen, wenn man
nicht Giber zusétzliche Informationen verfugt, in die-
sem Fall Messungen von Sterngeschwindigkeiten.

Dieses Beispiel ist charakteristisch fur eine Reihe
astronomischer Probleme, bei denen eine beobach-
tete Grosse Uiber einen Integraloperator mitder drei-
dimensionalen, realen Verteilung zusammenhéangt.
Letztere aus den Beobachtungsdaten zu bestimmen,
ist ein so genanntes inverses Problem, fir dessen
Eigenschaften es mathematische Theorien gibt. Bei
der Anwendung muss man noch bertcksichtigen,
dass die beobachteten Gréssen nur innerhalb ge-
wisser Unsicherheiten bekannt sind. In solchen Fél-
len 16st man das inverse Problem im statistischen
Sinn, was oft komplizierte nummerische Verfahren
erfordert.



Eines unserer Forschungsprojekte hat zum Ziel,
die Verteilung der mysteridsen dunklen Materie
in elliptischen Galaxien aufzuklaren und dadurch
etwas Uber die Entstehung dieser Objekte im friihen
Kosmos zu lernen. Auch dabei mussten Probleme
umschifft werden, die aus der Tatsache herrlhren,
dass Sterngeschwindigkeiten nur projiziert be-
obachtbar sind. Einzelheiten siehe unter
www.astro.unibas.ch/forschung/og/ellipse.shtml

Prof. Ph.D. Ortwin Gerhard ist
Extraordinarius fir Astronomie am Astronomischen
Institut der Universitat Basel.

3 4 5 R/kpc

Abbildung 1: Schnitt durch eine so genannte
Konusdichte, die man sich rotationssymmetrisch um
die z-Achse vorstellen muss. Die Skalierung der
Achsen istin kpc; 1 kpc entspricht ca. 3000 Lichtjahren
oder 3 x1021 cm. Durchgezogene und gepunktete
Liniensind Linien konstanter positiver bzw. negativer
Dichte. Fir bestimmte Projektionsrichtungen ist
diese Verteilung im Bild unsichtbar; siehe Text.
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Offentliche Geheimhaltung

Hanspeter Kraft

Die Informationstheorie beschaftigt sich mit der 6rt-
lichen und zeitlichen Ubertragung von Informati-
on. Ein zentrales Teilgebiet ist die Kryptographie,
welche sich mit der Sicherheit der Datenlbertra-
gung befasst, insbesondere also mit der Problematik
der passiven Beeintrachtigung der Ubermittlung
durch Abhdren und der aktiven Beeinflussung durch
Félschen. Bei all diesen Theorien spielt die Mathe-
matik eine wichtige Rolle.

Geheimhaltung und Authentizitat Moderne Kryptographie
Zwei grundsétzliche Fragen stehen im Vordergrund, Was ist neu in der heutigen Situation, im Unter-
némlich die Frage der Geheimhaltung und die Frage schied zur klassischen (meist militarischen) gehei-
der Authentizitét: men Nachrichtenubertragung?

— Geheimhaltung: Wie stellt der Sender sicher, dass — Die mdglichen Gespréachspartner sind nicht zum
nur der vorgesehene Empfanger die Nachricht lesen Vorneherein schon festgelegt. Im Prinzip mdochte je-

kann? der mit jedem sicher kommunizieren kénnen.
— Authentizitat: Wie stellt der Empfanger sicher, dass  — Die verwendeten Ubertragungsmedien (elektrische
die Nachricht vom angegebenen Sender stammt? Leitungen, Glasfaser, elektromagnetische Wellen,
via Satellit) sind 6ffentlich, und die Netzwerke sind
Diese Problematik ist keineswegs neu; sie hat die Ge- unuberschaubar. Der Benutzer muss damit rech-

heimdienste aller Lander seit jeher beschaftigt. Mit nen, dass sie leicht abgehort werden kdnnen.

der globalen Vernetzung und den beinahe unbe-

schrankten Moglichkeiten des Informationsaustau- Die globale Verfiigbarkeit von Information kommt

sches, etwa per E-Mail oder Uber das Internet, hat also einher mit der wachsenden Unsicherheit, ob die

diese Problematik jedoch véllig neue und ungeahnte erhaltene Information auch stimmt und vom ange-

Dimensionen angenommen. gebenen Absender stammt und ob umgekehrt die
gesendete Information unverfélscht am richtigen
Orte ankommt.

Man denke dabei etwa an die Benutzung von Kredit-
karten bei Bankautomaten oder in Geschaften, an
die Bestellung und Bezahlung von Waren tber das
Internet (E-Commerce), an die elektronische Borse,
an den Schutz vor Kopien, an das Signieren von Ver-
trdgen Uber Netzwerke, an elektronische Abstim-
mungen und so weiter.
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Sicherheit

Eine erste mdgliche Massnahme zur Absicherung
gegen Missbrauch ist das systematische Sammeln
(und Speichern) von Informationen Uber die Ver-
tragspartner (Kreditwirdigkeit!). Was dies tatsach-
lich bedeutet ist jedoch den meisten nicht bewusst:

— Ihre Kreditkartenfirma weiss genau, wann und wo
Sie in den Ferien waren, was Ihr Hotel gekostet hat,
in welchen Restaurants Sie essen gehen, wo Sie Ihre
Kleider kaufen und woflr Sie wie viel Geld ausge-
ben.

— Damit der Betreiber Ihres Mobiltelefons genau ab-
rechnen kann, macht er eine sorgféltige Aufzeich-
nung Ihrer Telefongespréche und kann damit pro-
blemlos lhre dienstlichen Reiseaktivitaten rekon-
struieren.

— Mit Kundenkarten der Form «Cumulus» speichern
Firmen Ihr Kaufverhalten und bentitzendies,umihr
Angebot (und die Preise) zu optimieren.

— Der Betreiber lhres Kabelfernsehens kann problem-
los feststellen, welche Sender und Programme Sie
regelmassig anschauen.

Nimmt man alle diese Informationen zusammen, so
kann man ein sehr detailliertes «Profil» von Ihnen
erstellen, das lhre Lebensgewohnheiten beinhaltet
und Ihr Verhalten in bestimmten Situationen vor-
aussagt.Von hier istder Schrittzur unbemerkten Be-
einflussung und Kontrolle nur noch ein kleiner!

Offentliche Schliissel

Es herrschtallgemein die Ansicht, dass diese Proble-
matik in der Natur der Sache liegt, dass man sich al-
so gegen Missbrauch nur absichern kann,wenn man
bereit ist, gewisse Informationen Uber sich selbst
preiszugeben.

DasErstaunlicheistnun, dass diese Ansicht falschiist.
Die mathematische Theorie der «Public Keys» (d.h.
der offentlichen Schlissel) ermdglicht einen siche-
ren Datenaustausch zwischen beliebigen Partnern,
ohne dass die beiden sich kennen und persénliche
Daten und Referenzen preisgeben mussen. Mehr
noch, die Methode erlaubt auch die sichere und ver-
trauliche Verwendung von «digitalem Geld», das
heisst die Bezahlung mit einer Art Kreditkarte,
wobei das Kreditinstitut die Summe risikolos garan-
tieren kann, ohne den Empfanger des Geldes zu
kennen!

Es ist mir klar, dass das sehr unglaubwuirdig tont; es
scheint dem gesunden Menschenverstand vollig zu
widersprechen! Umso grossartiger ist die bahnbre-
chende Arbeit der beiden Mathematiker W. Diffie
und M.E. Hellmanaus demJahre 1976, inder die Idee
des 6ffentlichen Schlssels eingefiihrt und verschie-
dene Realisierungen dargestellt werden.

In den folgenden Abschnitten méchte ich diese ge-
niale Ideean ein paar einfachen Beispielen vorstellen
und erldutern. Zundchst missen wir uns kurz Gber
die Grundprinzipien der geheimen Nachrichten-
Ubertragung unterhalten.
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Geheime Nachrichtentbertragung

Um Information vom Sender zum Empféanger zu
transportieren, wird diese zunéchst digitalisiert.
Dies bedeutet, dass der Text oder das Bild (oder die
akustischen Signale) mittels eines elektronischen
Geréates (z.B. eines Computers) und geeigneter
Software in eine Bitfolge, d.h. in eine Folge
0010110101001100010101001001 ... VOn Nullen und
Einsen verwandelt wird. Diese Folge wird portio-
nenweise Uber das Netzwerk verschickt und vom
Empfénger mit entsprechendem Gerét und Soft-
ware in die urspringliche Information zurtckver-
wandelt. Dazu ist es gar nicht nétig, im Detail zu
wissen, mit welchen Geréten und welcher Software
die Digitalisierung gemacht wurde: Fir Experten ist
es kein Problem, aus der Bitfolge die urspriingliche
Information wieder herzustellen.

Chiffrierung

Fur die geheime Nachrichtentibertragung braucht
man daher eine «Chiffrierung». Darunter versteht
man ein Verfahren, welches die gegebene Bitfolge,
den Klartext, in eine neue Bitfolge, das Chiffrat, ver-
wandelt und dieses an den Empfénger verschickt.
Diese Umwandlung erfolgt nach einem wohldefi-
nierten (bekannten) Algorithmus unter Verwen-
dung eines (geheimen) Schlissels, welcher in der
Praxis selbst eine Bitfolge von bestimmter Lange ist.
Verfugt der Empfanger ebenfalls iber diesen Schliis-
sel, so kann er den Klartext wieder herstellen und so-
mit die Nachricht entziffern (siehe Tafel ).

Solche Verfahren werden durch integrierte Schal-
tungen (Chips) und spezielle Software geliefert. Ein
bekannter Chiffrieralgorithmus ist der DES (= Data
Encryption Standard); er ist in vielen Geréten fest
eingebaut.

Es gibt heute absolut sichere Chiffrierverfahren,
mit denen schnell und risikolos uber 6ffentliche
Leitungen geheime Nachrichten tibertragen werden
kdnnen.Hierzumussenallerdings Sender und Emp-
fanger Uber einen gemeinsamen geheimen Schliissel
verfuigen.

Die zentralen Probleme bei der geheimen Nachrich-
tenlibertragung liegen nicht beim Chiffrierverfah-
ren, sondern beim Schliisselaustausch und bei der
Schllsselverwaltung.



Offentlicher Schliisselaustausch

Eine unglaubliche Geschichte

Stellen Sie sich nun folgende Situation vor. In einem
grossen Raumssitzen viele Leute, alle mit einem Lap-
top und geeigneter Software ausgerustet und alle auf
dem gleichen Wissensstand. Nun mdchte ein belie-
biges Paar im Raum, etwa Alice und Bob, einen ge-
heimen Schlissel austauschen. Die beiden kennen
sich nichtund haben bisher nie miteinander geredet.

Nun beginnen die beiden einen 6ffentlichen Dialog,
der von allen Anwesenden mitgehort wird. Am
Schluss haben Alice und Bob einen gemeinsamen
geheimen Schlissel, etwa eine 200-stellige Zahl, und
keiner der Anwesenden hat die geringste Chance,
diesen Schltssel herauszufinden!

Wenn man dies zum ersten Mal hort, dann glaubt
man das nicht. Im Gegenteil, es ist doch offensicht-
lich, dass dies nicht gehen kann, denn die Unterhal-
tung ist ja offentlich, und deshalb sind alle Leute
auch nach der Diskussion auf dem gleichen Kennt-
nisstand. Dass dies trotzdem moglich ist, beruht auf
der schon oben angedeuteten genialen Idee der bei-
den Mathematiker Diffie und Hellman, die ich nun
erlautern moéchte. Dazu sind ein paar einfache «ma-
thematische» Vorbereitungen notig.

Mathematische Grundlagen

Die Grundlage fur diese Methode ist das Rechnen
modulo N, wobei N eine positive, meist sehr grosse
Zahl ist (siehe Tafel 11). Beim obigen Beispiel eines
Chiffrierverfahrens haben wir z.B. die Ziffern mo-
dulo 10 addiert, d.h. wir haben mit nur einer Stelle
gerechnet und alle Vielfachen von 1o ignoriert.

Das Rechnen modulo N eignet sich besonders fir
den Umgang mit grossen Zahlen. Andernfalls [duft
man Gefahr, besonders beim Multiplizieren und Po-
tenzieren, dass die Zahlen zu gross werden und nicht
mehr gespeichert werden kénnen. Im Folgenden ist
das Potenzieren modulo N von entscheidender Be-
deutung, also das Berechnen von Potenzen der Form
an=aaaa...a mod N. Dabei wird die Zahl a suk-
zessive mitsich selber multipliziert, und zwar n-mal.

Tatsache 1:

Ein heutiger Laptop kann sehr schnell modulo N potenzieren, das heisst
Zahlender Formar=aaaa... a (mod N)ausrechnen. Fir 1000-stelli-
ge Zahlen a, nund N dauert dies nur wenige Millisekunden.

Dies ist keineswegs offensichtlich. Wiirde man ndm-
lich die Zahlen sukzessive miteinander multiplizie-
ren, so musste man n Multiplikationen von grossen
Zahlen durchfiihren, und dies wiirde bei 1000-stelli-
gen Zahlen selbst auf den schnellsten heutigen
Rechnern etwa 10100 Jahre dauern! Dass dies so viel

Man beachte:
10200 st

eine Eins mit
100 Nullen!

rascher geht, beruht auf einer sehr intelligenten
Methode des Potenzierens, bei der die Anzahl der
notwendigen Multiplikationen nur etwader Stellen-
anzahl des Exponenten entspricht (siehe Tafel I11).




Die Umkehrung des Potenzierens, also die Bestim-
mung des Exponenten n aus dem Ergebnis b = an
(mod N), heisst diskreter Logarithmus: n = log,?
(modN).

Man beachte, dass dies eine génzlich andere Aussage
ist als die Tatsache 1! Die Mathematiker vermuten
zwar, dass es keine schnellen Algorithmen flr den
diskreten Logarithmus gibt, aber bisher ist kein Be-
weis daflir gelungen.

Was hier vorliegt, ist eine so genannte Einwegfunkti-
on, also eine Funktion — hier das Potenzieren p(n) =
an (mod N) mit dem Exponenten n —, die man auch
fur sehr grosse Werte von n schnell berechnen kann,
deren Umkehrfunktion—hier der diskrete Logarith-
mus I(b) =log,> mod N —jedoch nicht innert nitz-
licher Zeit berechenbar ist.
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Das Verfahren

Damit haben wir alle Begriffe zusammen, um den
oben angedeuteten &ffentlichen Schltsselaustausch
zu beschreiben. Wir kehren zuriick zu Alice und Bob
und erleben folgenden Ablauf:

—Als erstes werden offentlich zwei etwa 200-stellige
Zahlenaund N bekannt gegeben, wobei akleiner als
N ist.

— Nun wird Alice gebeten, sich im Geheimen eine Zahl
n der gleichen Grossenordnung zu notieren, und die
gleiche Aufforderung geht an Bob, der sich eine Zahl
m notiert. (Die Zahl n kennt also nur Alice und m
kennt nur Bob, wahrend die Zahlen a und N &ffent-
lich bekanntsind.)

— Nun wird Alice aufgefordert, mit ihrem Laptop die
Potenz p = an (mod N) zu berechnen. Entsprechend
berechnet Bob die Potenz g=am (mod N). (Wie wir
oben in «Tatsache 1» bemerkt haben, ist diese Be-
rechnung leicht und schnell maoglich.)

— Diese beiden Ergebnisse p und g werden nun zwi-
schen Alice und Bob 6ffentlich ausgetauscht. Jeder-
mann kennt also diese beiden Zahlen. (Wir haben
oben in «Tatsache 2» bemerkt, dass es den Anwesen-
den (ausser Alice bzw. Bob) dennoch unméglich ist,
innertnitzlicher Fristaus diesen Angaben die gehei-
men Zahlen nvon Alice beziehungsweise mvon Bob
zu berechnen.)

— Nun nimmtAlice die Zahl g von Bob und berechnet,
unter Benutzung ihrer geheimen Zahl n, die Potenz
s = gnr (mod N). Das entsprechende tut Bob: Er
nimmt die Zahl p von Alice und berechnet t = pm
(mod N). (Dadie Zahlen nund m geheim sind, kann
niemand anders diese Berechnung durchfiihren.)

—Behauptung: Esgilts=t, und dies ist der gemeinsame
geheime Schlissel, den nur Alice und Bob kennen!
Der Beweisberuhtauf elementarem Potenzrechnen:
s=gn=(am)n=a(m) =a(m) = (an)m=pm=t(mod N)



Eine typische Anwendung

Wenn man auf dem Internet Zahlungen und Bank-
geschéfte erledigt, so verwendet man Ublicherweise
Passworter. Nun muss man aber bedenken, dass
der Verkehr auf dem Internet 6ffentlich ist und von
einem Hacker leicht abgehort werden kann. Insbe-
sondere kann dieser den Login-Namen und das Pass-
wort herausfinden und den ganzen Datenverkehr
mitverfolgen.

Um dies zu vermeiden, wird anders vorgegangen.
Sobald man die entsprechende Stelle auf der Home-
page der Bank anklickt, fiihren der Bankcomputer
und der eigene PC einen 6ffentlichen Schltsselaus-
tausch durch, etwa nach dem oben beschriebenen
Schema, und produzieren so einen gemeinsamen
geheimen Schlissel. Dieser wird dann benutzt, um
mit einem bekannten Chiffrierverfahren, etwa dem
DES, die weiteren Informationen verschliisselt Giber
das Internet zu schicken. (Voraussetzung ist natur-
lich, dass auf den verwendeten Computern die not-
wendige Software installiert ist, was bei den bekann-
ten Browsern heute der Fall ist.)

Das gleiche Verfahren wird benutzt, wenn man tiber
das Internet einkauft und dabei seine Kreditkarten-
nummer sowie weitere persdnliche Informationen
mitteilt. Auch hier wird zunéchst ein Schlussel aus-
getauscht und dann mit einem bekannten Chiffrier-
verfahren der weitere Datenverkehr verschliisselt
Uber das Netz gesendet.

Public Keys (6ffentliche Schlussel)

Die bisher betrachteten Chiffrierverfahren haben
eines gemeinsam, ndmlich dass man fiir das Ver-
schlisseln und das Entschliisseln denselben Schlis-
sel benutzt. Wollen also 1000 Personen auf einem
Netzwerk sicher miteinander kommunizieren, so
muss flr jedes Paar von Benutzern ein geheimer
Schlussel zur Verflgung gestellt werden, was total
etwa eine halbe Million Schlissel ergibt. Auf dem
Netzwerk einer grossen Organisation oder gar auf
dem Internetistdies vollig undenkbar, nicht nur we-
gen der grossen Anzahl der Schlissel, sondern vor
allem wegen der Frage, wie man diese Schllssel ver-
waltet und verteilt.

Wiederum legt dies die Schlussfolgerung nahe, dass
das in der Natur der Sache liegt, dass es also keine si-
chere und geheime weltweite Kommunikation etwa
viaE-Mail gebenkann.Und auchdiese Schlussfolge-
rung ist falsch! Eswaren ebenfalls die beiden Mathe-
matiker Diffie und Hellman, die eine tiberraschende
und wiederum geniale Lésung vorschlugen, ndm-
lich die Idee des 6ffentlichen Schllissels.

Die Grundidee

Die Grundidee ist sehr einfach: Man finde ein Chiff-
rierverfahren mit ZWEI Schlusseln, einem o6ffentli-
chen Chiffrierschliissel zum Verschlisseln und einem
geheimen Dechiffrierschliissel zum Entschliisseln, wo-
bei es auch bei Kenntnis des Chiffrierschltissels (aber
ohne Kenntnis des Dechiffrierschltissels!) nicht mag-
lich ist, einen verschlisselten Text innert nitzlicher
Frist zu entziffern.

Mit anderen Worten, mit dem Chiffrierschltssel
kann man chiffrieren, aber nicht dechiffrieren; das
Chiffrierverfahren ist also eine Einwegfunktion, wie
wir sie oben beim &ffentlichen Schliisseltausch ken-
nen gelernt haben. Allerdings braucht man noch ei-
ne geheime Hintertur, welche es dank zusatzlichen
Kenntnissen erlaubt, die Umkehrfunktion doch zu
berechnen. Solche Funktionen haben den Namen
«one-way trap door function» erhalten.

Wenn es so ein Verfahren gébe, so wére damit das
Problem der geheimen Ubermittlung von Nachrich-
ten geldst. Jeder potentielle Benutzer wiirde ein sol-
ches Paar von Schlisseln kreieren, den Chiffrier-
schlussel 6ffentlich bekannt geben, zum Beispiel im
Telefonbuch, und den Dechiffrierschliissel geheim
halten. Will nun Alice an Bob eine Nachricht
schicken, so verwendet sie den im Telefonbuch unter
Bob angegebenen Schltssel, um diese zu verschlis-
seln. Dann ist sichergestellt, dass nur Bob diese
Nachricht lesen kann.

Das tént zwar sehr Uiberzeugend, doch kann man
sich nicht vorstellen, dass es so ein Verfahren gibt.
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Das RSA-Kryptosystem Authentifizierung und digitale Unterschrift
Im Jahre 1978 haben R.L. Rivest, A. Shamir und L.M. Die RSA-Methode lasst sich auch fuir die Authentifi-
Adleman, drei Mathematiker am MIT, ein solches zierung von éffentlichen Informationen verwenden
Verfahren angegeben. Es lauft heute unter dem Na- (digitale Unterschrift). Dabei geht es um folgendes
men RSA-Kryptosystem und dient vor allem der Problem.
Ubermittlung von Schliisseln fiir die klassischen Alice méchte eine Nachricht verbreiten und zwar so,
Chiffrierverfahren, aber auch der Authentifizierung dass jedermann sicherstellen kann, dass die Nach-
von Nachrichten und als digitale Unterschrift. Auf richt wirklich von Alice stammt. Hierzu geht Alice
dieser Methode beruht die Sicherheit der heutigen folgendermassen vor:
Netzwerkkommunikation, insbesondere auf dem — Auf den Text der Nachricht wendet Alice eine so ge-
Internet. Ein solches Programm, das vor allem bei nannte Hash-Funktion an, welche ebenfalls 6ffent-
der E-Mail eingesetzt wird, ist 6ffentlich und l&uft lich bekannt ist und leicht berechnet werden kann.
unter dem Namen «pgp» (= pretty good privacy). Das Ergebnisist eine Zahly.

—Nun berechnet Alice die Zahl x =yf (mod N) unter
Zur Beschreibung der RSA-Methode benutzen wir Verwendung ihres geheimen Schltssels f. Diese Zahl
wiederum das Rechnen modulo N und benétigen x wird dannan den verdéffentlichten Textangehangt.

zudem etwas elementare Zahlentheorie. (Die ma- — Die Kontrolle fiir Bob besteht nun darin, dass er die
thematischen Detailswerde ichim Folgenden unter- (bekannte) Hash-Funktion auf den Text anwendet
schlagen.) und das Ergebnisy mit der Potenz xd (mod N) unter

— Alice wahlt zwei grosse Primzahlen p und g (etwa1so Verwendung des 6ffentlichen Schlissels (d, N) von
Stellen) und berechnet die beiden Produkte N =p-q Alice vergleicht. Sind die beiden Resultate gleich, so

und R =(p-1)(g-1). Weiter wahlt Alice eine beliebi- kann die Nachricht nur von Alice stammen, denn

ge Zahl d < N von der gleichen Gréssenordnung, nur Alice kennt den Dechiffrierschlissel f und kann

welche zudem zu R teilerfremd ist. daher aus dem Wert y der Hash-Funktion die Zahl x
—Nun gibt Alice das Paar der Zahlen d und N &ffent- =yf(mod N) berechnen.

lich bekannt. Dieses Paar (d, N) bildet den &ffentli-  — Gleichzeitig ist damit auch nachgewiesen, dass der

chen Schliissel. Textnichtverandertwurde, dasonstdie Hash-Funk-

— Das Chiffrierverfahren besteht nun in Folgendem: tion einen anderen Wert angenommen hatte.
Will Bob die Zahl x (< N) an Alice tibermitteln, so
berechnet er die Potenz y =xd (mod N) und sendet Dies ist nur eine der unzahligen Mdglichkeiten, wie
dann die Zahl y an Alice. (Entsprechend wie beim die RSA-Methode und die Idee der 6ffentlichen
diskreten Logarithmus ist es nicht mdglich, aus der Schlissel in intelligenter Weise eingesetzt werden
Kenntnisvony,d und N die Zahl x innert nutzlicher kann.Alleam Anfangerwahnten Probleme (elektro-
Frist zu berechnen.) nische Abstimmungen, Signieren von Vertragen
— Alice kennt auch die Zahl R und bestimmt damit usw.) haben damit Lésungen gefunden.
eine Zahlf mit der Eigenschaft,dass d-f=1(modR)
gilt. (Diese Berechnung ist mitwenig Aufwand mog-
lich.)
—Behauptung: Es gilt yf=x (mod N). Also kann Alice
aus der empfangenen Zahly das urspriingliche x be-
stimmen!

(Der Beweis dieser Behauptung beruht auf einem
Satz von Euler,welcher den bekannten «Kleinen Satz
von Fermat» verallgemeinert, siehe Tafel 1)

Bei der obigen Beschreibung wurde noch nicht
klar gesagt, wieso nur Alice x aus y berechnen
kann. Der Grund ist der folgende: Das einzige be-
kannte Verfahren besteht darin, dass man die Zahl
R = (p-1)(g-1) bestimmt und dann die Gleichung
d-f=1(mod R) lost. Hierfur ist notwendig, dass
man die beiden Primzahlen p und q kennt. Nun hat
Aliceaber nurdasProdukt N =pq bekanntgegeben.
Es geht also darum, die Primzerlegung dieser etwa
300-stelligen Zahl zu bestimmen. Und hier liegt der
entscheidende Punkt: Auch mitdenschnellsten heu-
tigen Rechnern und den besten bekannten Verfah-
renwuirde dies tiber 1010 Jahre dauern!
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Schlussbemerkung

Die Sicherheitdes 6ffentlichen Schlusselaustausches
und des RSA besteht darin, dass flr bestimmte zah-
lentheoretische Aufgaben (diskreter Logarithmus
bzw. Primzahlzerlegung) keine schnellen Algorith-
men bekannt sind. Es ist allerdings nicht bewiesen,
dasses keine solchen gibt. Eine gewisse Unsicherheit
ist also vorhanden. Dazu kommt noch das Problem,
dass die Forschung auf diesem Gebiet auch an Orten
passiert, welche striktester Geheimhaltung unterlie-
gen. (Man vergleiche hierzu auch den folgenden Ab-
schnitt.)

Addendum

Zur Geschichte

(von Geheimdiensten und Spionen)

Die Idee der offentlichen Kryptographie entstand
lange vor der Erfindung des Internets. Niemand hét-
te damals daran gedacht, welche zentrale Rolle sie
schon 20 Jahre spéater spielen wird! Whitfield Diffie
war ein junger Hacker und Martin Hellman Profes-
sor an der Stanford University. Ihre geniale Ent-
deckung hat eine vollig neue Ara der modernen
Kryptographie eingeleitet. Sie lag keineswegs in der
Luft; die beiden waren ihrer Zeit weit voraus.

Aber waren sie auch wirklich die ersten?

Nein, die offentliche Kryptographie wurde schon
friher, ndmlich 1970, von Mitarbeitern des Briti-
schen Geheimdienstes, J. Ellis, C. Cocks und M. Wil-
liamson, entdeckt und beschrieben. Auch die RSA-
Methode war ihnen bereits 1973 bekannt. Aber erst
1997 wurden die Archive getffnet und die «Helden»
durften reden. Doch inzwischen war J. Ellis schon
gestorben.

DiffieundEllistrafensichallerdingsbereits1982und
wurden spater gute Freunde. Anscheinend hat sich
Ellis nie dazu gedussert, dass ihm fur seine wirklich
revolutiondre Entdeckung die verdiente Wirdigung
zeitlebens vorenthalten wurde.

(Einen kurzen Bericht Uber diese Ereignisse findet
man auf dem Internet unter
www.wired.com/wired/archive/7.o4/crypto_pr.html.)

Quantum Computing

Seitein paar Jahren denken Physiker und Mathema-
tiker intensiv Uber den Quantencomputer nach. Ein
solcher wirde véllig neue Algorithmen zulassen,
insbesondereauch zahlentheoretische, diedie Zerle-
gungvongrossen Zahlenin Primfaktoren in polyno-
mialer Zeit ermoéglichen wiirden. Damit wére die
Sicherheit des RSA klar in Frage gestellt. Die Exper-
ten sind sich allerdings nicht einig, ob es je einen
funktionierenden Quantencomputer von der not-
wendigen Kapazitat geben wird. Die Theorie ist auf
jeden Fall faszinierend, die bisher erreichten experi-
mentellen Resultate sind (noch) nicht sehr viel ver-
sprechend. Die NSA (National Security Agency in
den USA) scheint allerdings etwas nervos zu sein!

Ich danke meinem Kollegen Prof. Ueli Maurer von
der ETH Zurich fur wertvolle Hinweise.

Prof. Dr.phil. Hanspeter Kraft ist Ordinarius
fur Mathematik am Mathematischen Institut der
Universitat Basel.




Die Variationsrechnung
und ihre Basler Ursprunge

Alfred Wagner

Die Variationsrechnung gehértsicher zu den schon-
sten und elegantesten Zweigen der Mathematik. Sie
stellt sich —vereinfacht gesprochen —die Aufgabe, in
einer wohldefinierten Klasse von Objekten dasjeni-
ge zu finden, welches beziglich eines vorgegebenen
Kriteriums optimal ist. Ihre Urspriinge gehen bisins
Altertum zuriick. Zu jener Zeit wurden bereits iso-
perimetrische Probleme untersucht, zum Beispiel,
unter allen Kérpern gleichen Volumens denjenigen
zu finden, der die kleinste Oberflache besitzt. Sie ist
spétestens seit Beginn der Neuzeit von weitreichen-
der Bedeutunginder Physik. Soist die klassische Me-
chanik ohne ihre Entwicklung im 19. Jahrhundert
nicht denkbar. Umgekehrt hat sie aus der Physik im-
mer wieder wichtige Impulse zu ihrer Weiterent-
wicklung empfangen.

Lange Zeit wurden variationelle Probleme geome-
trisch gelést. Die Geschichte dieser Periode wird in
diesem Artikel keine Ber(icksichtigung finden. Statt-
dessen betrachtenwir die Variationsrechnungalsein
Gebiet, welches seine Aussagen auf analytischen Be-
weisen aufbaut. Den Beginn dieser Geschichte kann
man sehr genau datieren. Sie begann 1662 mit den
ersten Arbeiten von Fermat Gber den Weg,. den das
Licht bei der Durchquerung zweier optischer Medi-
ennimmt. Wirwerden im zweiten Kapitel ndher dar-
auf eingehen.

Basierend auf seinen Arbeiten entwickelten die Bas-
ler Briider Bernoulli, namentlich Johann Bernoulli
(1667 -1748) und Jakob Bernoulli (1654 -1705), einen
ersten methodischen Zugang zur Lésung variatio-
neller Probleme. Insbesondere Johann Bernoulli
wird mit seiner Losung des Problems der Brachisto-
chrone im Mittelpunkt dieses Artikels stehen.

Das Problem erschien im Juni 1696 in den Acta Eru-
ditorum—der erstenwissenschaftlichen Zeitschrift—
und trug den Titel: «Einladung zur Ldsung eines
neuen Problems»:
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Wenn in einer verticalen Ebene zwei Punkte A und B
gegeben sind, soll man dem beweglichen Punkte M ei-
ne Bahn zuweisen, aufwelcher ervon Aausgehend ver-
mage seiner Schwere in kiirzester Zeit nach B gelangt.

A

Abbildung 1: Zwei Punkte A, B werden
durch einen Weg AMB verbunden.



Wenige Zeilen spéter warnter:

Um einem voreiligen Urtheile entgegenzutreten, mége
noch bemerkt werden, dass die gerade Linie AB zwar
die kurrzeste zwischen A und B ist, jedoch nicht in kur-
zester Zeit durchlaufen wird.

Der Vollstandigkeit halber sollte erwahnt werden,
dass Galileo Galilei (1564 - 1642) dieses Problem zum
ersten Mal in einer seiner Arbeiten 1638 nieder-
schrieb. Als Lésung gab er an, dass die gesuchte
Kurve ein Kreisbogen ist, der die beiden Punkte ver-
bindet. Diese L&sung ist jedoch einschliesslich der
Beweisidee falsch, weshalb wir diese Arbeit nicht
weiter beachten.

Johann Bernoulli kannte Galileis Arbeit wahr-
scheinlich nicht, und auch der Name Brachistochro-
ne (von brachystos = kiirzeste und chronos = Zeit)
gehtwohl auf ihn zurtick.

Er kiindigte an, dass er die Ldsung dieses Problems
am Ende des Jahres bekannt geben werde, falls kein
anderer sie bis dahin gefunden habe. Zu diesem
Zeitpunkt gab es zwei Personen, die im Besitz einer
korrekten Losung waren: Johann Bernoulli und
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Leibniz war
eine der faszinierendsten Persdnlichkeiten seiner
Zeit. AusgebildetalsJuristund Diplomat, lernteerin
Paris Huygens kennen und wurde durch ihn fir die
Mathematik begeistert. Innerhalb kiirzester Zeit er-
reichte er ein tiefes Verstandnis fur den damaligen
Stand der Forschung und begann selbst zu verof-
fentlichen. Ein Hohepunkt war ohne Zweifel die
Veroffentlichung des «Calculus», in dem er die Infi-
nitesimalrechnung entwickelte. Sie war es, dieihnin
der Folge zum Gegenspieler von Isaac Newton wer-
den liess.

Johann Bernoulli hatte ihm schon vorab, am
9.6.1696, dieses Problem zugeschickt und bekam
postwendend am 16.6.1696 (1) eine korrekte Losung
geliefert. Leibniz schlug nicht nur die Verdéffentli-
chungdieses, wieer fand, sehr schonen Problemsvor,
sondern legte auch eine Liste von Mathematikern
vor, die er fiir geeignet hielt, das Problem zu Igsen.
Die Liste umfasste vier Namen: L'Hospital, Jakob
Bernoulli (Johanns Bruder), Hudde (zu der Zeit
Burgermeister von Amsterdam) und Newton.

Da zur damaligen Zeit die Auslieferung der deut-
schen Zeitschrift ins Ausland sehr schleppend ver-
lief, wurde im Dezember 1696 der Einsendeschluss
auf Ostern 1697 verschoben. Endlich erschien in der
Maiausgabe 1697 der Acta Eruditorum die Lésung
von Johann Bernoulli. Die Ausgabe enthielt eben-
falls Jakob Bernoullis Lésung und eine Anmerkung
von Leibniz,inder er seine Lésung skizzierte. Er ver-
zichtete aber auf deren Veroffentlichung, da sie der
von Bernoulli sehr ahnlich war.

Das gespannte Verhdltnis zwischen Jakob und Jo-
hann Bernoulli tritt in dem Begleitschreiben Jakobs
zutage, in dem er behauptet, die Herausforderung
seines Bruders (Johann) interessiere ihn tiberhaupt
nicht. Nur deshalb habe er eine Losung eingeschickt,
weil der grosse Leibniz zu diesem Wettbewerb einge-
laden habe.

Neben einer Lésung von L'Hospital ging auch eine
anonyme Schriftein.AlsBernoullisieanalysierte, er-
kannte er — so behauptet er jedenfalls — Newton als
Autor. Tamquam ex ungue leonem: an der Pranke will
er den Lowen erkannt haben. In der Tat hatte New-
ton am 29.1.1697 das Heft der Philosophical Trans-
actions der Royal Society, in dem die Aufgabe nun
ebenfalls abgedruckt war, gelesen. Dies war gegen
16:00 Uhr, als er von seiner Arbeit als Master of
the Mint kam. Er hatte das Problem am darauf fol-
genden Morgen gegen 4:00 Uhr friih gel6st und die
Losung dann anonym an die Redaktion der Royal
Society geschickt. Warum anonym? Dem kénigli-
chen Astronomen Flamsteed teilte er spéter den
Grund mit: Er liebe es nicht, von Auslandern ge-
mahnt und gedrgert zu werden, wenn es um Mathe-
matik gehe.

Alle genannten Losungen sind heute noch bekannt.
Im Folgenden werdenwir Johann Bernoullis Lésung
vorstellen. Zunachst aber fragen wir: Was waren die
Grundlagen, auf denen eine analytische Losung ge-
funden werden konnte?
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Auge

Abbildung 2: Lichtbrechung an einer Grenzschicht

Abbildung 3: Das Brechungsgesetz.
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Fermat und die Lichtbrechung

Pierre de Fermat (1601 - 1665) ist eigentlich als Be-
grinder der analytischen Entwicklung der Variati-
onsrechnung zu nennen. Seinem Beitrag liegt eine
ganz alltégliche Erfahrung zugrunde. Sieht man
zum Beispiel einen Kieselstein im flachen Wasser lie-
gen und greift nach ihm, so greift man in der Regel
fehl. Der Grund ist, dass das am Stein reflektierte
Licht, welches unser Auge trifft (und damit den Stein
«sichtbar» macht), im Wasser einen anderen Weg
nimmtalsin der Luft—also keinen geradlinigen Weg
zu unserm Auge wahlt. Dies nicht zu erkennen, ver-
ursacht den Fehlgriff. Welchen Weg aber nimmt
Licht? Das der Erklarung zugrunde liegende Fer-
matsche Prinzip besagt Folgendes:

Was bedeutet dies fur unsere Beobachtung? Ein
Lichtstrahl besitzt in verschiedenen Medien ver-
schiedene Geschwindigkeiten, insbesondere ist die
Geschwindigkeit im Wasser geringer als in der Luft.
Wasser heisst deshalb auch «optisch dichter» als
Luft. Wenn dies aber der Sachverhalt ist und wir das
Fermatsche Prinzip akzeptieren, so wird der Licht-
strahl versuchen, eine kiirzere Wegstrecke durch die
Wasserschicht zu laufen als durch eine gleich dicke
Luftschicht. Dies kann er dadurch erzielen, dass er
einen kurzen Weg zur Wasseroberflache sucht und
von daaus geradlinig das Auge des Betrachters trifft.
Es ist also zu erwarten, dass der Lichtstrahl «gebro-
chen» wird. Die Aufgabe besteht darin, den Punkt
auf der Wasseroberfléche zu finden, der die Summe
der beiden Durchlaufzeiten (durch Wasser und
Luft) bei gegebenem Anfangspunkt (Kiesel) und
Endpunkt (Auge) minimiert. Genau dies gelang
Fermat analytisch zu quantifizieren;

Wir wollen den Beweis von Fermat nicht nachvoll-
ziehen. Wichtig fiir unsere Geschichte ist, dass dieser
Satz zusammen mit dem von Fermat gefundenen
Beweis der damaligen mathematischen Gesellschaft
bekanntwar. Esist zundchst aber gar nichtklar, war-
um dies fiir unser Problem von Bedeutung ist.



Das Problem der Brachistochrone

Die folgenden zwei Schritte enthalten die entschei-
denden Ideen zur Lsung des Problems.

1. Schritt: Wir stellen uns vor, die gesuchte Kurve be-
stiinde aus aneinander gereihten Staben, die durch
bewegliche Gelenke miteinander verbunden sind.
Die Stébe haben die Eigenschaft, ihre L&nge frei zu
variieren. Die Zahl der Stdbe wollen wir spéter fest-
legen. Die Gelenke sitzen auf untereinander ange-
ordneten, horizontal gespannten Faden und kénnen
auf ihnen horizontal nach rechts oder links gleiten.
Wir kdnnen nun durch horizontale Verschiebung
der Gelenke beliebig viele Kurven erzeugen, die alle
die Punkte A und B miteinander verbinden.

2. Schritt: Die wichtige Einsicht, die Johann Ber-
noulli nun gewann, war: Angenommen wir haben
alle Gelenke so platziert, dass die Durchlaufzeit des
Massepunktes minimal ist, dann haben wir auch ein
«lokales Problem» geldst.

Gegeben seien drei benachbarte Gelenke G,, G,, G;.
Dann ist G, so platziert, dass die Durchlaufzeit eines
Massepunkts, der von G, nach G, lauft, minimal ist.

Wére dies ndmlich nicht der Fall, so kdnnten wir bei
festgehaltenen Gelenken G, und G; das mittlere
Gelenk G, so positionieren, dass die Durchlaufzeit
des Massepunkts, der von G, nach G, lauft, kiirzer
wird. Damit ist aber auch die Gesamtdurchlaufzeit
verkirzt, also konnen die Gelenke nicht, wie voraus-
gesetzt, optimal platziert gewesen sein.

Betrachten wir das Problem von Fermat aus dem vo-
rigen Kapitel, so sehen wir, dass das lokale Problem
genau dem Problem der Lichtbrechung entspricht.
Das Auge wurde durch das Gelenk G, ausgetauscht,
wahrend das Gelenk G, den Kiesel ersetzt. Folglich
wissen wir, wie das Gelenk G, gesetzt sein muss,
namlich so, dass A B
G (53
natdrlich c,undc,die Geschwindigkeiten des Masse-
punktes auf dem linken bzw. rechten Stab. Ansons-
ten sind die Winkel w, und w,wie oben definiert.

gilt. Hierbei sind

Wir sehen also, dass die Reduktion im ersten Schritt
gemacht wurde, damit im zweiten Schritt durch
eine Lokalisierungeine schon bekannte Situationer-
reichtwird. Wir kbnnen jetzt eine Beziehung flir alle
Gelenke ableiten. Tatsachlich istes namlich egal, wel-
che drei benachbarten Gelenke wir auswéhlen. Dies
fihrt sofort zu folgendem Resultat: Es seien G, ...,
G,.; Gelenke in optimaler Lage. Dann muss die Be-
ziehung

siny, sinp, _ siny,,
G G Cu1
gelten.

Da das erste und letzte Gelenk gerade fest in den
Punkten A und B liegen, knnen wir unser verein-
fachtes Problem als geldst betrachten, wenn wir die
Geschwindigkeitenc,, ..., ¢, bestimmt haben. Dies
geschieht mit Hilfe des Fallgesetzes und soll hier
nicht vertieft werden.
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Wie gelangen wir nun zu einer Losung des Brachi-

stochrone-Problems? Die Idee besteht darin, die
M Zahl der Gelenke mit den Koordinaten immer

weiter zu erhdhen. Im Grenzfall, in dem auf jedem

Punkt der Kurve ein Gelenk sitzt, muss dann die

Beziehung (1) immer noch gelten. Dies aber im-
sin pp

Cp

kel zwischen der Geschwindigkeitsrichtung und der
senkrechten Achse, und ¢, beschreibt die Geschwin-
digkeit des Massepunkts im Punkt p der Kurve. Jo-
hann Bernoulli hat in der ersten Veréffentlichung
bereits angekiindigt, dass die Losung eine den Geo-
metern bekannte Kurve liefert. Und tatséchlich war
die Kurve schon damals unter dem Namen Zykloide
bekanntgewesen (siehe Abbildung 4). Wir haben da-
mit den folgenden Satz bewiesen:

pliziert = const. Dabei ist u, jetzt der Win-

Abbildung 4: Die Brachistochrone

Abschliessend sollten wir kritisch bemerken, dass
wir bezlglich des Grenziibergangs zu unendlichvie-
len Gelenken nicht besonders sauber argumentiert
haben. Dies war mit den damaligen Mitteln (und
nichts anderes haben wir benutzt) aber auch gar
nicht mdglich. Solche Grenziibergdnge wurden auf-
grund von Plausibilitatsbetrachtungen durchge-
fuhrt, und es dauerte noch einmal 200 Jahre, bis die-
sesProblemzum Beispiel von Riemannsystematisch
untersucht wurde.

Trotzdem hat diese Lésungsmethode,

— Reduzierung des Problems auf ein diskretes Prob-
lem,

— L6ésung des diskreten Problems,

— Konstruktion der kontinuierlichen Lésung aus der
diskreten Lésung,
sehr befruchtend auf die Variationsrechnung ge-
wirkt. Sie wurde in der Folge von Mathematikern
wie Euler (ebenfalls ein Basler), Lagrange, Jacobi
und vielen anderen weiterentwickelt.

Dr. Alfred Wagner ist Assistent

am Mathematischen Institut der Universitét zu Koln.
Sein Arbeitsgebiet ist die Variationsrechnung.

Im Jahre 19992000 war er in Basel tatig.
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Fermats letzter Satz
Ist so einfach wie das ABC

David Masser

Unser Titel stammtvon einem Witz von Don Zagier.
Genau wie der urspringliche Witz, hat er eine prézi-
se Bedeutung, die am Ende dieses Artikels erklart
wird.

Der beriihmte Mathematiker Kronecker (1823 -1891)
sagte einmal: «Die natlrlichen Zahlen 1,2,3, ... hat
der liebe Gott geschaffen, alles andere ist Menschen-
werk.»

Aber selbst unter den natirlichen Zahlen 1,2,3, ...
gibt es Probleme, die bis heute nicht gelést worden
sind, und fiir manche dieser Probleme ist eine L6-
sung bei weitem nicht in Sicht.

Seit langem weiss man, dass 9 + 16 = 25 ist, was des-
halb bemerkenswert ist, weil 9 = 3 - 3 =32 genau wie
16 = 42 und 25 = 52 ein perfektes Quadrat ist. Also
haben wir eine Losung x = 3,y =4,z =>5der pythago-
rdischen Gleichung

Dies ist nicht die einzige Lésung; zum Beispiel ist
52+ 122 =132 eine weitere Losung, oder (wie man
nach funfminQtiger Suche feststellt) 1234567892 +
65356202 = 1236296612,

Tatséchlich hat man die Gleichung (1) bereits vor
beinahe zweitausend Jahren verstanden, und die we-
sentlichen Bestandteile der Theorie waren bereits
Diophant ungeféhr im Jahr 250 n. Chr. bekannt.
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Die Situation &ndert sich schlagartig, wenn man
eine kleine Anderung anbringt und Kuben wie
64=4.4-4=43insSpiel bringt. Nunerhalten wir die
Gleichung

die fur natdrliche Zahlen x,y,z geldst werden soll.
Nun ist es iberhaupt ziemlich schwer, irgendwelche
Losungen zu finden. Zum Beispiel ist 93+ 103=123
falsch, aber «nur knapp», wie der Schotte sagte, als
man ihn fragte, ob er genug Wechselgeld erhalten
habe. Richtig ist hingegen 1729 =93+ 103=123+ 13,
das heisst, die Zahl 1729 kann man durch die Summe
zweier perfekter Kuben auf zwei verschiedene Arten
ausdriicken. Darauf wurde Ubrigens Hardy (1877 -
1947) auf ungehaltene Art von dem indischen Ma-
thematiker Ramanujan (1887 - 1920) aufmerksam
gemacht, der aufgrund des feuchten und kalten eng-
lischen Klimas mit einer Erkéltung im Krankenhaus
lag. Hardy war mit einem Taxi mit der Nummer 1729
zuBesuch gekommenund hatte festgestellt, dass dies
eine besonders langweilige Zahl sei.

42 uninovaluni 2000

©)

Unabhéngig davon habenwirimmer noch keine L6-
sung von (2) gefunden, und tatsachlich war es Euler
(1707 -1783), der als erster bewies, dass es Uiberhaupt
keine Lésungengibt.Gleichung (2) istalsoauchvoll-
stdndig verstanden.

Gehen wir einen Schritt weiter und betrachten wir
perfekte vierte Potenzen wie81=3-3-3-3=34 Fer-
mat selbst (1601 -1665) bewies als erster, dass die zu-
gehorige Gleichung

keine einzige L6sung hat.



Der weitere Weg ist nun Klar. Fir jede naturli-
che Zahl n schreibt man mn fur das n-malige
Produkt von m mit sich selbst, zum Beispiel
210=2.2.2.2.2.2.2-2-2-2=1024.Eswar eben-
falls Fermat der die Verallgemeinerung formulierte,
dassfurn=3,4,5, ... die Gleichung

keine naturlichen Zahlen x,y,z als Losungen besitzt.
Wie allgemein bekannt ist, schrieb er auf den Rand
eines Lehrbuchs tber Zahlentheorie: «Es ist nicht
maglich, einen Kubus in zwei Kuben oder ein vierte
Potenz in zwei vierte Potenzen und allgemein eine
Potenz, hoher als die zweite, in zwei Potenzen mit
demselben Exponent zu zerlegen. Ich habe daftir ei-
nen wahrhaft wunderbaren Beweis gefunden, doch
ist dieser Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen.»

Weil Fermat behauptete, einen Beweis zu haben, ist
diese Aussage gemeinhin als Fermats letzter Satz be-
kannt geworden, obwohl nur wenige Mathematiker
glauben, dass er tatsachlich im Besitz eines Beweises
war.

Die Félle n = 3,4 wurden bereits erdrtert. Der Fall
n=5wurde von Legendre (1752 -1833) und Dirichlet
(1805 —1859) bewiesen.

Der néchste Fall n = 6 folgt Gbrigens leicht aus dem
Fall n = 3, wenn man die Tatsache benutzt, dass jede
perfekte sechste Potenz ebenfalls ein perfekter Kubus
ist. Dies gilt, weil 6 = 2 - 3 ist und weil die Potenzie-
rungsregeln ergeben, dass mé=(m2)3 ist.

Der Fall n =7 wurde von Lamé gel6st, der wohl eher
aufgrund einer nach ihm benannten Differenzial-
gleichung bekannt sein diirfte. Kurz darauf, im Jahr
1847, kiindigte Lamé einen Beweis fur alle grésseren
Zahlen n an, der sich jedoch als fundamental falsch
herausstellte. Seit damals sind unzéhlige falsche Be-
weise aufgetaucht, wobei beinahe alle dieser Beweise
von Laienmathematikern stammen, die wenig oder
gar nichts davon wussten, was mit einem «Beweis»
gemeintist.

)

(6)

Der Fall n = 8 folgt leicht aus dem Fall n = 4, weil
8=2-4ist. Nun kann man diese Uberlegung verall-
gemeinern, und man erhélt die Schlussfolgerung,
dass wir unsere Aufmerksamkeit nur noch auf dieje-
nigen n richten massen, die in der folgenden Liste
der ungeraden «Primzahlen» auftauchen:

Die Liste wird dadurch charakterisiert, dass keine in
ihr auftauchende Zahl durch eine in der Liste vor ihr
stehende Zahl teilbar ist. Deshalb kénnen wir von
n=7direktzun=11springen.

Der néchste wesentliche Fortschritt wurde von
Kummer (1810 - 1893) erzielt, der in einem einzigen
Satz viele Falle abhandelte, insbesondere alle n klei-
ner als 100 ausser 37, 59 und 67. Dies ebnete den
Weg fir darauf folgende computerunterstitzte
Rechnungen, die 1993 ergaben, dass fiir alle n kleiner
als 4000000 die Gleichung (4) keine Lsung hat.

Beinahe unerwartetund ziemlich beil&ufiggab dann
1993 Andrew Wiles am Ende einer dreiteiligen Vor-
tragsreihe in Cambridge einen vollstandigen Beweis
fur alle n>2 bekannt. Heutzutage ist die Geschichte
wohlbekannt, wie zuerst eine Liicke im Beweis auf-
tauchte und daraufhin Wiles 1994 am Internationa-
len Mathematiker Kongress in Zirich zugab, dass
sein Beweis unvollstdndig war. Es sah ganz nach ei-
ner modernen Version friherer Fehler von Lamé
und anderen aus, bis schliesslich die Liicke durch
Wiles selbst mit Hilfe von Richard Taylor geschlos-
senwurde (Wilesgibtden19. September 1994 alsden
Tag der endgultigen Offenbarung an). Die Arbeit
wurde 1995 in der beriihmten Zeitschrift Annals of
Mathematics veréffentlicht, und das Ergebnis selbst
lautet (ich zitiere wortlich und ohne Erklarung):

THEOREM o.5. Suppose that uP + vP + wP = 0 for
u,v,weQand p=3,thenuvw =0.

Ich sagte bereits, dass der Beweis «beinahe unerwar-
tet» kam. Er war unerwartet in dem Sinne, dass er
nicht dem so mihsam vorgezeichneten Weg von
Fermat, Euler, Dirichlet, u.a. folgte. Er entstand da-
gegen aus einem vollig unterschiedlichen Zugang,
der 1985 von Frey vorgeschlagen wurde. Freys Zu-
gang bestand darin, der Lésung von (4) die folgende
Gleichung zuzuordnen
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Eine derartige Gleichung definiert das, was man
heutzutage als elliptische Kurve bezeichnet. Die
Idee, die vielen Mathematikern nicht nur absurd,
sondern auch inhaltsleer erschien, bestand darin, so
viele gute Eigenschaften der Kurve (6) nachzuwei-
sen, dass sie unmaoglich existieren kann. Genau die-
ses Programm wurde von Wiles durchgefiihrt, nach-
dem wertvolle Vorarbeiten von anderen wie zum
Beispiel Serre und Ribet geleistet worden waren.

Elliptische Kurven erhielten ihren Namen, weil sie
aus dem Versuch entstanden, den Umfang von Ellip-
sen zu messen. Die dazu verwendeten Funktionen,
genannt elliptische Funktionen, haben viele schdne
Eigenschaften und tauchen ebenfalls in der klassi-
schen Physik auf; zum Beispiel um den Ausschlag
eines Pendels zu berechnen. Elliptische Kurven sind
neuerdings auch dazu benutzt worden, grosse Zah-
len zu faktorisieren, was nicht nur eine nutzlose zah-
lentheoretische Ubung ist, sondern ein wertvolles
Werkzeug der modernen Wissenschaft der Krypto-
logie. Ich glaube, dass einige interessante Ergebnisse
Uber elliptische Kurven aus militérisch begriindeten
Informationsbeschrdnkungen nicht verdffentlicht
werden kénnen. Dies hétte Hardy zutiefst betribt,
der in seinem Buch «A Mathematician’s Apology»
(1940) stolz schrieb: «Niemand hat bisher irgend-
einen kriegsdienlichen Zweck der Zahlentheorie
oder der Relativitatstheorie entdeckt, und es scheint
unwahrscheinlich, dass dies irgendjemandem in ab-
sehbarer Zeit gelingt.»

Im Jahr 1985 besuchte ich einen Vortrag von Oester-
16 am Max-Planck-Institutin Bonn. Er stellte damals
eine Vermutung vor, die den «Konduktor» und die
«Diskriminante» bestimmter elliptischer Kurven in
Beziehung setzte. Mir fiel damals auf,

a) dass diese Vermutung eine natlrliche Formulie-
rung hatte, die unabhéngig von den elliptischen
Kurven war,

b) dass ein verwandtes Ergebnis bereits einige Jahre
zuvor von Mason bewiesen worden war,

c) dass dieses verwandte Ergebnis auf eine recht ge-
naue Version der Vermutung hinwies.

Diese genaue Version ist heutzutage bekannt als die
abc-Vermutung. Sie bezieht sich auf natdirliche Zah-
lena,b,c,dienichtsanderesalsdie einfache Gleichung

erfiillen. Der Gleichung (7) ordnen wir eine andere
Zahl S zu, die das Produkt aller Primzahlen aus der
Liste (5) ist, die entweder a oder b oder ¢ teilen.Wir
missen dabei allerdings noch die Einschrankung
machen, dass weder die Zahl 2 noch irgendeine die-
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ser Primzahlengleichzeitiga,b und cteilt.\Wenn zum
Beispiel die urspriingliche Beobachtung in (7) aus
9+ 16 = 25 besteht, dann kommen nur die Primzah-
len3und5inFrage, undfolglichist S =15.

Die abc-Vermutung handelt von der Ungleichung

fur bestimmte Werte von m und K. In ihrer scharfs-
ten Formbesagt sie, dasses zu jeder reellen Zahlm>1
eine Zahl K gibt, so dass (8) fur jede Losung von (7)
gilt. Dies istin Wahrheit eine recht komplexe Aussa-
ge, die in ihrer vollen Starke am ehesten von Berufs-
mathematikern gewurdigt werden kann. Ihre Starke
wird dadurch gemessen, wie nahe m bei 1 liegt. Zum
Beispiel gibtes fiirm=1,01 einen Wert K, so dass (8)
gilt; ebenso gibt es fiir m = 1,001 einen wahrschein-
lich anderen Wert K und so weiter.

Die volle Stérke wird jedoch in Anwendungen selten
gebraucht; fir gewohnlich reicht der Wertm =2 aus.
In diesem Fall gibt es einen bestimmten Wert von
K, zum Beispiel K = 21000 (zweifelsohne eine absurd
grossziigige Uberschitzung).

Nehmenwiralsoan, dass «abc» in der Gestalt (8) mit
m =2 und K = 21000 gilt. Dann ist es moglich, durch
den ausschliesslichen Gebrauch von Schulmathe-
matikaus (7) mita=xnundb=yndiefolgenden Aus-
sagen zu schliessen (die Details fielen editorialen
Kirzungen zum Opfer). Erstens hat Fermats Glei-
chung (4) keine Lésung fiir n >1005. Zweitens gibt es
eine endliche Rechenvorschrift, die theoretisch sehr
einfachist,umalle méglichen Losungen fiir n< 1005
zu bestimmen. Der Haken dabei ist, dass diese Vor-
schriftinderPraxisgar nichtsoeinfachistund wahr-
scheinlich nicht eher brauchbar, als bis der legenda-
re Quantencomputer gebautwordenist. Andererseits
haben die oben erwdhnten Rechnungen des Jahres
1993 die Frage ohnehin fiir alle n <4000000 erledigt.

Deshalb lasst sich sagen: «Fermats letzter Satz folgt
aus abe», was tatséchlich logisch &quivalent zum Ti-
tel unseres Artikels ist.

Prof. Dr. David Masser ist Ordinarius
fur Mathematik am Mathematischen Institut
der Universitat Basel.



Auflosung
mathematischer Knoten

Anna Beliakova und Alexander Schumakovitch

O time! thou must untangle this, not I;
Itistoo hard a knot for me to untie!

William Shakespeare, Twelfth Night

Vom Gordischen Knoten
zum mathematischen Knoten

Einen Knoten aufzuldsen galt schon in der Zeit
Alexanders des Grossen als eine Herausforderung.
Alexander hatte mit seiner Technik einen so durch-
schlagenden Erfolg, dass das Problem tiber 2000 Jah-
re lang als gel6st galt. Erst im 19. Jahrhundert haben
die Wissenschaftler damit begonnen, die konigliche
Methode zu verfeinern.

Die ersten waren die Physiker. Lord Kelvin hat 1867
die Vermutung gedussert, dass Atome verknotete
Faden aus Ather sind. Um also Materie zu verstehen,
bendtigte man eine vollstandige Liste aller mogli-
chen Knoten.P.G. Tait, Lord Kelvins Mitarbeiter, hat
viele Jahre daran gearbeitet. Das Resultat war vor al-
lem die Einsicht, dass das Problem schwierig ist. Tait
hat viele interessante Vermutungen und eine Liste
weniger einfacher Knoten hinterlassen. Er konnte
aber weder beweisen, dass die aufgelisteten Knoten
wirklich verschieden sind noch dass die Liste in ir-
gendeinem Sinn vollstandig ist.

Nach dem Niedergang der Kelvinschen Theorie ist
das Studium der Knoten zu einem exotischen Zweig
der reinen Mathematik namens Knotentheorie ge-
worden. Das erste, was die Mathematiker machten,
war, das Objekt der Untersuchungen exakt zu defi-
nieren. So sind die mathematischen Knoten entstan-
den. Das sind idealisierte Objekte, die nur die we-
sentlichen Eigenschaften eines Knotens behalten.
Ein mathematischer Knoten unterscheidet sich von
einerverknoteten Schnur erstens dadurch, dass seine
Enden festgehalten oder zusammengebunden sind
(ansonsten kdnnte man den Knoten durch das freie
Bewegen einesseiner Enden immer entknoten); und
zweitens dadurch, dass die Schnur durch eine un-
endlich diinne Linie (die Schnurachse) ersetzt wird.
Im Folgenden beschéftigen wir uns nur mit mathe-
matischen Knoten.
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Abbildung 1: Trivialer Knoten und sein Diagramm

Abbildung 2: Reidemeister-Bewegungen
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Zwei Knoten heissen dquivalent, wenn man einen in
den anderen deformieren kann. Die Deformation
bedeutet das Ziehen und Drehen der Schnuranallen
mdglichen Stellen, ohne sie zu zerreissen. Ein Kno-
ten heisst trivial, wenn er zu einem Kreis aquivalent
ist. Der Knoten in Abbildung 1 links oben ist er-
staunlicherweise trivial.

Mathematiker stellen Knoten mit Hilfe von Dia-
grammen dar. Daftir schaut man den Knoten aus
der Entfernung an und zeichnet eine Linie, die
die Schnurachse darstellt. Wenn sich zwei Linien
schneiden, unterbricht man diejenige, die weiter
weg ist (vergleiche mit Abbildung 1). Man kann
natirlich den Blickwinkel immer so wéhlen, dass
man keine drei Linien sieht, die sich in einem Punkt
schneiden.

Das Hauptproblem der Knotentheorie ist, Knoten
zu unterscheiden. Das heisst, entscheiden zu kon-
nen, ob zwei Knoten, gegeben durch ihre Diagram-
me, dquivalent sind oder nicht. Ein verwandtes
Problem ist, ein Diagramm des trivialen Knotens
immer zu erkennen. Diese beiden Probleme sind zur
Zeit ungelost.

Wir wissen allerdings, dass zwei Diagramme genau
dann &quivalente Knoten darstellen, wenn man ein
Diagramm in das andere durch mehrfaches Anwen-
den der drei in Abbildung 2 aufgezeichneten Reide-
meister-Bewegungen transformieren kann. Die Be-
wegungen sind nach dem deutschen Mathematiker
Reidemeister benannt, der sie in den zwanziger Jah-
ren einflihrte. Bei Reidemeister-Bewegungen bleiben
die Knotendiagramme ausserhalb der punktierten
Kreise unverandert. Innerhalb der Kreise darf man
nur diedreigezeigten Ziige in beide Richtungen aus-
fuhren.

Jede Eigenschaft eines Knotens, die sich nicht unter
Reidemeister-Bewegungen andert, heisst Knotenin-
variante. Invarianten spielen eine zentrale Rolle in
der Knotentheorie, weil sie zur Unterscheidung von
Knoten dienen. Alle Invarianten dquivalenter Kno-
ten mussen Ubereinstimmen. Deshalb gentigt es, ei-
ne Invariante (Eigenschaft) zu finden, die fur zwei
Knoten verschieden ist, um die Knoten zu unter-
scheiden. Allerdings — selbst wenn man 2000 Invari-
anten hat, die fur beide Knoten gleich sind, kann
man daraus nicht schliessen, dass die Knoten &qui-
valent sind. Vielleicht gibt es eine 2001. Invariante,
die sie unterscheidet.



Einfachste Invariante

Wir fihren nun eine Invariante ein, welche den
Knotenin Abbildungavomtrivialen Knoten unter-
scheidet. Trotzihrer Einfachheitkennt man diese In-
variante erst seit zwanzig Jahren. Sie wurde 1980 von
dem amerikanischen Mathematiker Fox entdeckt.

Versuchen wir, ein Knotendiagramm mit drei Far-
ben zu farben. Jedes Knotendiagramm besteht aus
mehreren sich miteinander nicht schneidenden In-
tervallen, die wir Briicken nennen. Wir farben jede
Briicke in einer der drei Farben — Weiss, Schwarz
oder Orange —, wie esin Abbildung sa und 3b gezeigt
ist.

Dabei betrachtenwir nursolche Farbungen, beidenen
die drei Briicken, die an jeder Kreuzung zusammen-
kommen, entweder die gleiche oder verschiedene
Farben haben. Solche Farbungen werden als erlaubt
bezeichnet (siehe Abbildung 3). Zum Beispiel ist die
Férbung in Abbildung 3a erlaubt und in Abbildung
3b nicht.

Definition der ersten Knoteninvariante. Die Anzahl
der maglichen erlaubten Farbungen eines Knotendia-
gramms ist eine Knoteninvariante.

Zuerst Giberlegen wir uns, wozu wir eine solche Inva-
riante brauchen kénnen. Jedes Knotendiagramm
hat mindestens drei Farbungen. Man kann immer
das ganze Diagramm entweder weiss oder schwarz
oder orange férben. Der triviale Knoten hat nur die-
se drei erlaubten Farbungen. Der Knoten in Abbil-
dung 3a hat eine Farbung mehr. Das ist unser erster
nichttrivialer Knoten! Er heisst Kleeblattschlinge
und nimmtimmer den ersten Platz in jeder Knoten-
listeein. Inder Tat hat die Kleeblattschlinge neun er-
laubte Farbungen. Kénnen Sie die anderen funf fin-
den?

Wir mussen noch zeigen, dass die Anzahl der Far-
bungen wirklich eine Invariante ist. Das bedeutet,
wir mussen Uberprifen, dasssiesich unter keiner der
drei Reidemeister-Bewegungen &ndert. Mitanderen
Worten, die Anzahl der erlaubten Farbungen des
Diagrammessoll vor und nach jeder Bewegunggleich
bleiben. Wir legen eine Farbungausserhalb der Krei-
se fest,so dass die ungednderten Briicken inden Dia-
grammen vor und nach der Bewegung gleich gefarbt
sind. Dann macht die erste Reidemeister-Bewegung
gar keine Probleme. Die Farbung st links und rechts
eindeutig festgelegt. Die zweite Bewegung ist fast ge-
nauso einfach:Wenn die zwei Briicken auf der linken
Seite gleiche Farbe haben, dann muss auch die neue
kleine Briicke diese Farbe erhalten. Andererseits,
wenn sie verschieden geférbt sind (z.B. wie in Abbil-
dung 4a schwarz und weiss), dann erhélt die kleine
Briicke die dritte komplementéare Farbe (Orange).

Abbildung 3: Geférbte Diagramme

& @

a) Kleeblattschlinge b) Achterknoten

/
/ /

Erlaubte Farbungen

X

Verbotene Farbungen
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Abbildung 4:
Gefarbte
Reidemeister-
Bewegungen

Nur die dritte Reidemeister Bewegung ist schwieri-
ger zu behandeln. Hier hat man viel mehr (sechs)
Briicken, die noch mehr (27) verschiedene Farbun-
gen erlauben. Glucklicherweise kann man diese 27
Féalle auf funf Grundtypen reduzieren. Diese finf
Mdglichkeiten muss man aber direkt eine nach der
anderen Uberprifen. Fur zwei davon ist das in Abbil-
dung 4b und 4¢ gemacht.

Jetzt sind wir in der Lage, eine beeindruckende Liste
aus einem Satz und zwei Korollaren aufzustellen.

1. Satz. Wenn zwei Knoten eine verschiedene Zahl er-
laubter Farbungen haben, dann sind sie nicht aquiva-
lent.

2. Korollar. Die Kleeblattschlinge ist kein trivialer
Knoten.

3. Korollar. Die Kleeblattschlinge ist nicht &quivalent
zum Achterknoten.

Der Achterknoten (siehe Abbildung 3b) nimmt die
zweite Stelle in jeder Knotenliste ein, direkt nach der
Kleeblattschlinge. Der Achterknoten hat nicht mehr
als drei erlaubte Farbungen und ist deshalb von der
Kleeblattschlinge verschieden. (Wenn Sie die vierte
Féarbung entdecken, kdnnen Sie die ganze Knoten-
theorie widerlegen!) Was uns noch fehlt, ist der Be-
weis, dass der Achterknoten nicht trivial ist. Das
kdnnen wir mit unseren bescheidenen Methoden
leider nicht tun. Die Erfahrung sagt uns aber, dass es
stimmt.
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Verschlingungszahl

Unsere nachste Invariante war schon dem deutschen
Mathematiker Gauss (1777 - 1855) bekannt. Sie hat
mindestens zehn sehr verschiedene Definitionen.
Eine davon werden wir jetzt diskutieren.

Daftir mussen wir mehrere Knoten gleichzeitig be-
trachten, die sich nicht schneiden, aber ineinander
verschlungen sein kdnnen. Solche Objekte nennt
man Verschlingungen. Die einzelnen Knoten, aus de-
nen eine Verschlingung besteht, heissen Verschlin-
gungskomponenten. Fiir Verschlingungen kann man
auch Diagramme, Reidemeister-Bewegungen, Inva-
rianten und so weiter definieren. Sie sind eigentli-
chen Knoten so verwandt, dass man oft Giber Knoten
spricht und dabei Verschlingungen meint. Aquiva-
lente Verschlingungen haben sicher die gleiche An-
zahl von Komponenten. Eine triviale Verschlingung
ist &quivalent zu einer Vereinigung unverknoteter
Kreise. Zum Beispiel sind die Verschlingungen in
den Abbildungen 6a und 6b trivial, aber in Abbil-
dung 6c nicht.

Wir beschranken uns auf Verschlingungen mit zwei
Komponenten. Es stellt sich eine nattrliche Frage:
Wie kompliziert kbnnen die beiden Komponenten
miteinander verknotet sein?

Betrachten wir das Beispiel in Abbildung sa. Wir
versuchen, die erste Komponente von der zweiten
wegzuziehen und dabei die zweite festzuhalten. Ir-
gendwann werden die Stiickchen der zweiten Kom-
ponente das weitere Bewegen blockieren. Wir kén-
nendie Stiickchen nicht Gberspringen, aber wir deh-
nen die erste Komponente so aus, dass das weitere
Ziehen mdoglich wird. Schliesslich wird die erste
Komponente an manchen Stellen durch die zweite
Komponente geklemmt. Die Situation ist in Abbil-
dung sb gezeigt. Die Anzahl solcher «Klemmen»
spiegelt die Komplexitét der Verschlingung wider.
Wenn wir jetzt auf die Verschlingung einen Blick
entgegen der Ziehrichtung werfen, dann sehen wir,
dass die Klemmen Stellen entsprechen, an denen die
zweite Komponente (ber die erste lduft (siehe Abbil-
dung 5c). Das kann man auch auf dem Diagramm
beobachten (Abbildung sd). Ubrigens, wenn die
Zieh- und Blickrichtungen Ubereinstimmen, dann
andert sich das Diagramm beim Ziehen tiberhaupt
nicht.



Die Anzahl der Stellen auf dem Verschlingungsdia-
gramm, an denen die zweite Komponente (ber die
erste lauft, scheint ein guter Kandidat zu sein, um die
Komplexitat der Verschlingung zu messen. Leider ist
es keine Invariante. Sie kann sich unter der zweiten
Reidemeister-Bewegung um zwei &ndern. Dieses
Problem kann man aber relativ einfach beseitigen.
Wir wéhlen eine der zwei Richtungen, in welche wir
unsere Komponenten durchlaufen wollen. Wir mar-
kieren unsere Wahl mit einem kleinen Pfeil auf jeder
Komponente wie in Abbildung é6c. Jetzt ist unsere
Verschlingung orientiert. Wir blicken nun auf jede
Kreuzung so, dass die beiden Linien nach oben ori-
entiertsind, und definieren dann dasVorzeichen der
Kreuzung nach der Regel in Abbildung 7.

Esseijetzteinorientiertes Verschlingungsdiagramm
mitzwei nummerierten Komponenten gegeben. Wir
summieren uber alle Vorzeichen solcher Kreuzun-
gen, an denen die zweite Komponente (iber die erste
lauft. Das Resultat heisst Verschlingungszahl. Bei-
spiele der Berechnung der Verschlingungszahl sind
in Abbildung 8 gezeigt. Beim Umdrehen der Orien-
tierung einer der Komponenten &ndert sich das
Vorzeichen jeder Kreuzung und als Resultat das Vor-
zeichen der Verschlingungszahl.

4. Satz. Die Verschlingungszahl ist eine Invariante der
orientierten Verschlingung mit zwei Komponenten.

5. Korollar. Die Verschlingungen in Abbildung 8 sind
nicht &quivalent, obwohl sie &hnlich aussehen.

Der Beweis des Satzes ist analog zum vorherigen.
Man muss alle Reidemeister-Bewegungen Gberpri-
fen — Ubrigens haben die zwei neuen Kreuzungen
bei der zweiten Reidemeister-Bewegung immer
verschiedene Vorzeichen. Wir (berlassen lhnen,
aufmerksamer Leser, den Rest des Beweises. Dies
werden lhre ersten Schritte in die bezaubernde Welt
der Knotentheorie sein!

Einige Bemerkungen mdissen wir trotzdem noch
machen. Erstens &ndert sich beim Vertauschen der
Rollen der beiden Komponenten die Verschlin-
gungszahl nicht. Zweitens kann man die Regel in
Abbildung 7auch dazu benutzen, das Vorzeichen je-
der Kreuzung eines orientierten Knotendiagramms
zu definieren. Leider ist die Summe Uber alle Vorzei-
chen keine Knoteninvariante, weil sie schon die erste
Reidemeister-Bewegung nicht Giberlebt.

Neuer
Blickwinkel

Abbildungs:
Begriindung der
Definition der
Verschlingungszahl

a)

b)

c)

d)
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Abbildung 6: Beispiele von Verschlingungen

o @) Q

Abbildung 7: Regel fir Vorzeichen

©)

A X

Abbildung 8: Berechnung der Verschlingungszahl

a) Verschlingungszahl: +1+1=2

b) Verschlingungszahl: +1-1=0

Abbildung g: Interessante Verschlingungen

a) Whitehead-Verschlingung
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b) Borroméische Ringe

Drittens, wenn die Verschlingungszahl null ist, heisst
esnoch nicht,dass man die Komponentenauseinan-
der ziehen kann. Die so genannte Whitehead-Ver-
schlingung ist ein gutes Beispiel daftir (siehe Abbil-
dung 9a).

Ein sonderbares Beispiel istin Abbildung ob gezeigt.
Diese Verschlingung (mit dem Namen Borroméi-
sche Ringe) hatdrei Komponenten, wobei je zwei da-
von die Verschlingungszahl null haben. Die drei
Komponenten kann man aber nicht auseinander
ziehen. Allerdings: wenn wir eine Komponente weg-
lassen, ist der Rest eine triviale Verschlingung aus
zwei Komponenten.

Die Verschlingungszahl ist die erste Invariante aus
einer unendlichen Reihe der so genannten Invarian-
ten des endlichen Typs. Die Theorie dieser Invarian-
tenisterstzehnJahrealt. Sie entwickeltsich aber sehr
rasch. Zurzeitsind nur einige Invarianten desendli-
chen Typs berechnet. Die zweite Invariante dieser
Reihe kann zum Beispiel den Achterknoten vom tri-
vialen Knoten unterscheiden. Die dritte Invariante
trennt die Kleeblattschlinge von ihrem Spiegelbild,
daslinke Kleeblattschlinge heisst. Es gibt viele Grun-
de zu glauben, dass mit Hilfe der Invarianten des
endlichen Typs das Hauptproblem der Knotentheo-
rie geldst wird!

Wir danken Gregor Fels, Hans-Christoph Im Hof
und Christof Schmidhuber fiir ihr Interesse fiir Kno-
ten und fur viele ntitzliche Hinweise.

Unser besonderer Dank gilt Robert Scharein, dem
Autor des wunderbaren Zeichenprogramms Knot-
Plot.
www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/
KnotPlot.html

Dr. Anna Beliakova ist seit 1998 Assistentin

am Mathematischen Institut.

Ihr Arbeitsgebiet ist die niedrigdimensionale
Topologie und die Knotentheorie.

Zurzeit ist sie Inhaberin eines Habilitations-
Stipendiums der Universitéat Basel zur
Foérderung des wissenschaftlichen Nachwuchses.

Dr. Alexander Schumakovitch ist seit 1996 Assistent
am Mathematischen Institut.
Er arbeitet auf dem Gebiet der Topologie.



Komplexitatstheorie

Bruno Scarpellini

Esgibt viele Interpretationen des Begriffs «<Komple-
xitét». Die fUr uns relevante ist aufs engste mit der
theoretischen Computerwissenschaft verbunden.
Eine sehr grobe, weiter unten zu prazisierende Form
dieses Begriffs kann wie folgt beschrieben werden:
Ein Problem, das in geeigneter Form der Behand-
lung durch den Computer zuganglich ist, heisst
«komplex»,wenndie Rechenzeitt, die bendtigtwird,
um es zu ldsen, gross ist und wenn keine noch so
schlaue Programmierung in der Lage ist, die Re-
chenzeit unterhalb eine gewisse grosse Schranke t,
hinunterzudricken. Es ist nun zweckmassig, unsere
Betrachtungen mit einigen Bemerkungen zur Vor-
geschichte des Gegenstandes einzuleiten.

In den Jahren um 1930 herum unternahmen es der
berihmte Mathematiker David Hilbert und seine
Schuler, die Begriindung der Mathematik mitstreng
formal-logischen Mitteln durchzufiihren. Das Kern-
stick dieses logischen Apparates war der so genannte
Préadikatenkalkdl. Dieser erlaubt es, praktisch jedes
mathematische Problem P durch einen formalen
Ausdruck F, darzustellen, der bei geeigneter Inter-
pretation genau einen von zwei Werten, t =wabhr res-
pektive f = falsch, annimmt: ist der Wert t, so ist P
[6sbar, ist der Wert f, so ist P nicht l6sbar. Hilbert
stellte nun die Aufgabe, eine mechanische (oder
«finite») Universalmethode M zu finden, die Folgen-
des leistet: Angesetzt auf F, soll M nach endlich
vielen Schritten den Wert von Fp, das heisst t oder f,
bestimmen. Zwischen193oundig94owurdeabervon
verschiedenen Logikern (A. Church, S. C. Kleene,
A. Turing) bewiesen, dass es eine solche Universal-
methode M nicht gibt. Unter dem Einfluss dieser
negativen Resultate erlahmte die Suche nach einer
Universalmethode.

Auf Grund der Arbeiten der von der Logik herkom-
menden Informatiker Stephen A. Cook und Richard
M. Karp (1971,1972) erfuhr aber die Hilbertsche Fra-
gestellung eine unerwartete Wiederbelebung. Es sei
an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass bei Hilbert
die Frage nach der Anzahl der Schritte, die eine all-
fallige Methode M braucht, um das Problem F, zu
entscheiden, keine Beachtung fand. Ganz anders bei
S.Cook. Inseinergrundlegenden Arbeit1971zeigter,
dass unter Bericksichtigung des Zeit- respektive
Schrittfaktors die Frage nach einer Universalmetho-
de ganz neue Formen annimmt. Zum einen defi-
nierte Cook die «Anzahl Schritte» als Anzahl Re-
chenschritte eines Computers. Diese Definition ist
noch etwas ungenau, da sie abhangig vom zugrunde
gelegten Computertyp ist. Auf diesen Punkt sei spa-
ter nochmals kurz eingegangen. Um den Zeitfaktor
ins Spiel zu bringen, beachtet man, dass sich jeder
vernuinftigen Codierung F; eines Problems P in ein-
facher Weise eine L&nge |F;| zuordnen I&sst: z.B. die
Anzahl Zeichen, diein F, vorkommen. Man gibt nun
eine Funktionh(x) vor,diefurx=1, 2, ... definiertist
und Werte = o annimmt. Man sagt, ein Programm
M entscheide die Klasse I" von Problemen P in Zeit
h(x), falls M, angesetzt auf F, , hdchstens h(|F;|) Re-
chenschritte braucht, um den Wert (t oder f) zu be-
rechnen. Schliesslich nennt man eine Klasse I" von
Problemen polynomial entscheidbar, falls es ein
Programm M und ein Polynom h,(x) = cxn gibt (¢ >
0und neine nattrliche Zahl), so dass M die Klasse I"
in Zeit hy(x) entscheidet. Die Familie der polynomi-
al entscheidbaren Problemklassen ist fiir die Kom-
plexitéatstheorie von grundlegender Bedeutung.

Eine besondere Problemklasse

Wir wenden uns nun einer Problemklasse zu, die in
der Fachliteratur mit dem Kirzel 3SAT (kurz flr
«three satisfaction») bezeichnet wird. Diese Prob-
lemklasse nimmt in der Komplexitéatstheorie eine
Schlisselposition ein. Um technisches Vokabular zu
vermeiden, sei hier eine etwas unorthodoxe Darstel-
lung von 3SAT gewahlt.
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Wir betrachten ein Spielbrett, eine Art verallgemei-
nertes Schachbrett, das aus M (waagrechten) Zeilen
und N Spalten (Kolonnen) besteht, also rechteckig
istund M:-N Felderenthélt. Jedes dieser Felder ist mit
einer «Farbe» weiss, grau oder schwarz gefarbt. Die
Féarbung ist beliebig bis auf eine Einschrankung: In
jeder Kolonne diirfen genau drei nichtschwarze Fel-
der vorkommen. Ein solches Brett heisse «zulassig».
Die Aufgabe besteht nun darin, die weissen und
grauen (also nichtschwarzen) Felder so mit 0 und 1
zu belegen, dass folgende Vorschriften erfillt sind:
(V) in jeder Zeile sind die Felder gleicher Farbe mit
der gleichen Zahl belegt, (V,) in jeder Zeile sind Fel-
der verschiedener Farbe mit verschiedenen Zahlen
belegt, (Vs) in jeder Spalte kommt mindestens ein
Feld vor, das mit 1 belegt ist. Die zu l6sende Aufgabe
(Pun) lautet also: bei vorgegebenem zuldssigem
M-N-Brett zu entscheiden, ob eine o0,1-Belegung der
nichtschwarzen Felder existiert, die (V,)-(V;) er-
fullt. Diese Definitionen seien durch zwei Beispiele
illustriert.

Die linke Figur stellt ein zul8ssiges 6-7 Brett dar, das
miteiner 0,1-Belegung versehen ist, die das Problem
(Pg;) 16st, wéhrend die rechte Figur das gleiche Brett
zeigt, aber jetzt miteiner 0,1-Belegung versehen, die
das Problem (P, ) nicht 16st.

Daes nurendlich viele Mdglichkeiten gibt, die weis-
sen und grauen Felder eines zuldssigen M-N-Bretts
mit 0 und 1 zu belegen, ist Klar, dass das Problem
(Pun) durch endliches Ausprobieren geldst werden
kann. Mit 3SAT bezeichnen wir nun die Klasse (Ge-
samtheit) der Einzelprobleme (P,,). Die zentrale
Frage lautet: (Problem von Cook) Ist 3SAT polyno-
mial entscheidbar? Alles deutet darauf hin, dass dem
nicht so ist, aber bis jetzt ist noch niemand in der
Lage gewesen, das zu beweisen. In der Tatscheint das
Problem von Cook eines der schwierigsten kombi-
natorischen Probleme zu sein, die zurzeit in der
Mathematik bekannt sind. Nachzutragen ist, dass
der Begriff «<Rechenschritt» sich auf eine so genann-
te Turingmaschine bezieht und so abgefasst ist, dass
die polynomiale Berechenbarkeit maschinenunab-
héngig ist.
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Die zentrale Rolle der Problemklasse 3SAT wird
durch folgenden Sachverhalt begriindet. Man kennt
mehralszweitausend ProblemklassenI';von kombi-
natorischem, zahlentheoretischem oder geometri-
schem Charakter mit der Eigenschaft: ist 3SAT poly-
nomial entscheidbar, so jede dieser Klassen I';, und
ist eine dieser Klassen I'; polynomial entscheidbar,
soalleanderen, inklusive 3SAT. Diese Resultate erge-
ben sich aus dem Kernstiick der Komplexitatstheo-
rie, der so genannten NP-Vollstdndigkeitstheorie.

Aus Platzgriinden miissen wir uns damit begnigen,
vier wichtige Problemklassen von praktischer Be-
deutung stichwortartig zu erwéhnen: das Problem
des Handlungsreisenden («travelling salesman pro-
blem»), das Rucksackproblem, Partitionsprobleme
und Farbungsprobleme von Graphen. Nachzutra-
gen ist,dass sich das 3SAT-Problem verallgemeinern
l4sst, indem man bei der Definition des zuléssigen
Bretts genau n nicht schwarze Felder pro Spalte
zuldsst; man erhalt dann die Problemklasse nSAT.

Fir n =3 &ndertsich nichts am oben Gesagten: fur n
> 3 ist nSAT genau dann polynomial entscheidbar,
wenn 3SAT es ist. Fr n =2 hingegen hat man einen
polynomialen Algorithmus gefunden, der 2SAT ent-
scheidet.

Die oben skizzierte Komplexitatstheorie nach Cook
und Karp hat Beziehungen zu anderen Bereichen,
welche nur noch stichwortartig erwéhnt werden
kdnnen. Da ist zum einen die praktisch wichtige
Klasse der kombinatorischen Optimierungsproble-
me zu nennen, zu denen auch das Problem des
Handlungsreisenden gehdrt. Zum anderen fanden
die Physiker Beziehungen zur Theorie der Spin-Glé&-
ser, und neuerdings werden Analogien zwischen
dem 3SAT-Problem und der Theorie der Phaseni-
bergénge untersucht (Anderson, Nature, Vol. 400,

1999).

Prof. Dr. sc.math. Bruno Scarpellini
ist emeritierter Extraordinarius fir Mathematik am
Mathematischen Institut der Universitat Basel.



Der wackelnde Gartentisch

Hanspeter Kraft

Die Situation ist IThnen sicher wohlbekannt: Sie sit-
zendraussen im Freien, in bester Stimmung versam-
melt um einen runden Gartentisch und in Erwar-
tung erfrischender Getranke. Doch leider wackelt
der Tisch und die Glaser schwappen tber. Die Reak-
tion darauf ist immer dieselbe: Zuerst schiebt man
den Tisch erfolglos hin und her, wobei meistens
noch mehr verschittet wird, und dann sucht man
sich irgendeinen Gegenstand, etwa ein Stlick Papier
oder Karton,umihnunter daszu kurze Tischbeinzu
schieben. Damit gelingt es in der Regel, das Wackeln
S0 zu reduzieren, dass nichts mehr Uberschwappt,
mindestens solange niemand an den Tisch stosst
und ihn wieder verschiebt. Damit ist die Sache
zunéchst erledigt, und die Gartenparty kann ihren
Lauf nehmen.

Wir wollen jedoch dieses Ereignis dazu benutzen,
Uber das eigene Verhalten in solchen Situationen
nachzudenken. Es gibt ndmlich eine Uiberraschende
und sehr elegante Ldsung fur dieses Problem, wie
wir gleich sehen werden. Noch interessanter als die
Losung selbst ist jedoch die Frage, wie man darauf
gekommen ist. Wir wollen einmal versuchen uns
vorzustellen, wie die verschiedenen Ingenieure und
Wissenschaftler an dieses Problem herangehen wiir-
den.

Der Praktiker

Stellen wir uns zundchst den typischen Praktiker
vor, zum Beispiel einen Ingenieur, der mit diesem
Problem konfrontiert wird. Er stellt fest, dass eines
der Beine zu kurz (oder zu lang?) ist und dass man
das Wackeln leicht beheben kénnte, wenn die Lange
der Beine variierbar ware. Eine kurze Uberlegung
zeigtihm, dass es genligt, die Lange eines Beines ver-
stellbar zu machen. Naturlich hat er auch gleich eine
Idee, wie man so etwas mit Hilfe eines Schraubenge-
windes konstruieren kdnnte. Bevor er jedoch an die
Arbeit geht, gibt es verschiedene Dinge abzuklaren.

— Patentanmeldung: Gibt es bereits etwas Ahnliches
und I&sstsich die Konstruktion patentieren?

— Marktabklarung: Besteht ein Bedarf fur diese «Anti-
Wackel-Fusse», und mit welchen Firmen kdnnte man
zusammenarbeiten?

Falls dies alles positiv aussieht, wird der erste Proto-
typ gebaut und im praktischen Einsatz getestet. Ist
dies erfolgreich, so muss die Finanzierung des Pro-
jektes geklart werden. Dann geht es nach bekannten
Schemata weiter. Entweder wird das Patent an eine
Firma verkauft oder man findet einen Geldgeber
und stellt die Anti-Wackel-Fisse selber her. Zum
Schluss kommt nattirlich noch ein zentraler Punkt,
namlich der Verkauf des Produktes, also das welt-
weite Marketing, denn schliesslich mdchten alle Be-
teiligten etwas dabei verdienen.

Das Vorgehen des Praktikers ist also im Wesentli-
chen «Symptombekampfung», ohne lange tber die
Ursachen nachzudenken. Neue Erkenntnisse wer-
den zwar keine erbracht, doch sind einige Leute am
Projekt beteiligt und verdienen daran. Es handelt
sich also um einen interdisziplindren Technologie-
transfer, welcher Stellen schafft und Positives zum
Bruttosozialprodukt beitragt.
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Der Experimentator

Nehmenwir als zweites Beispiel dentypischen Expe-
rimentator,zum Beispiel einen Physiker. Er stellt fest,
dass verwandte Probleme auch anderswo auftau-
chenundzum Teil schon Lésungen gefunden haben.
So fahrt zum Beispiel ein Auto auch auf vier Radern
und ebenfalls auf unebenen Oberflachen, ohne dass
es wackelt und ohne dass ab und zu ein Rad in der
Luftist! (Auf jeden Fall nicht bei Normalbetrieb!)

Er kommt zur Ansicht, dass hier ein interessantes
Problemvorliegt, bei dem essich lohnt, eine genaue-
re Abkl&rung vorzunehmen. Er beschliesst deshalb,
gin Forschungsprojekt mit dem Titel «Uber die Sta-
bilitdt von Vielbeinern auf rauhen Oberflachen»
einzureichen. Darin wird die allgemeine Problem-
stellung formuliert, bereits vorhandene Lésungen
diskutiert und neue Ansétze und Ideen vorgeschlagen.

Sobald das Projekt bewilligt ist und die Mittel zur
Verfligung stehen, wird das Forschungsteam zusam-
mengestellt und mit den Experimenten begonnen.
Unter anderem wird festgestellt, dass das Herum-
schieben des Gegenstandes kaum zum Erfolg flhrt,
wasauch durch eine theoretische Uberlegung unter-
mauert werden kann: Die «stabilen» Positionen auf
einer unebenen Oberfléche haben das Mass null. Da-
mit ist die Wahrscheinlichkeit, durch Schieben auf
eine solche zu treffen, also gleich null.

Dannwird auch die Idee der «geddmpften Fiisse» in
Analogie zu den Autofedern und den Stossddmpfern
untersucht. Bei einer solchen Losung bestehtallerdings
die Gefahr, dass der Tisch ins Schwingen kommt, ein
Problem, dassicher genauer untersuchtwerden muss.

Inzwischen ist einige Zeit vergangen, und es ist der
erste Zwischenbericht fallig. (Dieser endet tiblicher-
weise mit der Feststellung, dass noch mehr Mittel
bendtigt werden, um das Projekt zu einem erfolgrei-
chen Abschluss zu bringen.) Wir wollen hier nicht
weiter auf die Details eingehen; diese sind den Ein-
geweihten wohlbekannt.

Die umfangreichen Versuche und Versuchsergeb-
nisse werden detailliert dokumentiert und mit statis-
tischen Auswertungen versehen. Daraus entstehen
in der Regel Diplom- und vielleicht sogar Doktorar-
beiten. Esistauch zu erwarten, dass die Forschungs-
ergebnisse selber zu neuen Ideen Anlass geben und
damit zu weiteren Projekten flihren.

Damit hat der Experimentator die Relevanz seiner
Forschungstéatigkeit bei der Lésung praktischer Prob-
leme nachgewiesen, dem Nachwuchs Gelegenheit
zur eigenen Profilierung gegeben und somit einen
wichtigen Beitrag zum Weiterbestand seiner Wis-
senschaft geleistet.
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Der Theoretiker

Nehmen wir zum Schluss einen typischen Theoreti-
ker, z.B. einen Mathematiker. Dieser stellt zunachst
die Frage: Was ist «wackeln»?

Hierzu macht er die wichtige Beobachtung, dass
beim Wackeln zwei gegentiberliegende Fisse auf
dem Boden sind — die Gerade durch diese beiden
Fusse ist die so genannte Wackelachse — und dass je-
weils einer der andern beiden Fusse in der Luft ist.
Daraus ergibt sich folgende zentrale Feststellung: Es
gibt zwei Wackelzusténde fir einen 4-beinigen Tisch,
entsprechend den beiden maglichen Wackelachsen.

Nun macht er das folgende Gedankenexperiment.
Er denktsich die Tischfiisse von 1 bis 4 durchnumme-
riert und startet mit einem Zustand mit Wackelach-
se1-3,das heisst, die Fisse mit Nummer 1und 3 sind
am Boden und durch sie lauft die Wackelachse,
wéahrend einer der Flisse mit Nummer 2 oder 4 in der
Luft ist. Nun hebt er in Gedanken den Tisch hoch,
dreht ihn um 90° und stellt ihn wieder auf den Boden.
Selbstverstandlich wackelt der Tisch nun genauso
wievorher,dennder Boden darunter hatsich janicht
verandert!. Vom Tisch aus gesehen, sieht es aller-
dings anders aus, denn die Wackelachse lauft jetzt
durch die Fusse mit den Nummern 2 und 4! (Er hat
den Tisch ja um 90° gedreht.) Daraus kann er nun
folgenden Schluss ziehen: Im Laufe der Drehung um
9o0°istdie urspriingliche Wackelachse in die dazu senk-
rechte Wackelachse «hintibergesprungen». Es muss al-
s0 eine Zwischenposition geben, bei der dieser Wechsel
der Wackelachse stattgefunden hat. In dieser Position
kann der Tisch jedoch nicht wackeln!
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Damit hat er folgendes Ergebnis gefunden:
Schlussfolgerung: Dreht man einen wackelnden Gar-
tentisch um die eigene Achse in eine beliebige Rich-
tung, so erreicht man innerhalb von 90° einen Zu-
stand, in dem der Tisch nicht mehr wackelt.

Dieses Uberraschend einfache Resultat I&sst sich
leider nicht patentieren, also auch nicht «technolo-
gischtransferieren» oder gar finanziell auswerten. Es
ist auch nicht interdisziplindr entstanden, fihrte zu
keinen Forschungsprojekten und erzeugte keine
Diplom- oder Doktorarbeiten. Es ist schlicht und
einfach originell, elegant und wirkungsvoll! Spon-
tan glaubt es allerdings keiner, denn den meisten
Menschen fehlt das Vertrauen in den abstrakten lo-
gischen Schluss, vor allem bei so genannten prakti-
schen Problemen.

Wir Gberlassen es daher Ihnen, diese Methode in der
Praxis zu tiberprifen: Sie kdnnen damit Ihre Géste
beeindrucken! Wenn Sie dann noch anfiihren, dass
Sie dies von einem theoretischen(!) Mathematiker
gelernt haben, so bin ich Thnen daftir dankbar.

PS. Fir den mathematisch gebildeten Laien sei hier
angemerkt, dass hinter diesem Resultat ein Satz der
Infinitesimalrechnung steckt, ndmlich der so ge-
nannte «Zwischenwertsatz», welcher besagt, dass ei-
ne stetige Funktion f auf dem Intervall [a,b] jeden
Wert zwischen den beiden Randwerten f(a) und f(b)
annimmt.

Prof. Dr.phil. Hanspeter Kraft ist Ordinarius
fir Mathematik am Mathematischen Institut der
Universitat Basel.
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IWir gehen davon aus, dass der Tisch keine Fehlkon-
struktion ist, auf einer ebenen Oberflache also nicht
wackelt. Dasistsicher eine verniinftige Annahme fiir
die Praxis.
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Symmetrie

In Schulalltag und Theorie

Hans Walser
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Wie viel Fachwissen brauchen
Lehrerinnen und Lehrer?

Am mathematischen Institut werden auch angehende
Lehrerinnen und Lehrer fiir die Sekundarstufe 1 (7. -
9. Schuljahr, Orientierungsstufe, Weiterbildungs-
schule) ausgebildet. Die Frage nach den Inhalten der
Fachausbildung beschaftigt uns immer wieder. Um
es auf den Punkt zu bringen: Brauchen Lehramts-
kandidaten etwas zu wissen, das tber den Satz des
Pythagoras oder das Ldsen linearer Gleichungen
hinausgeht?

Am Beispiel Symmetrie soll gezeigt werden, wie wir
den Zusammenhang zwischen Theorie und Schul-
praxis sehen.

Symmetrie?

Narzisssiehtsein Spiegelbild imWasser. Die Spiegel-
symmetrie ist die bekannteste Symmetrieart. Sym-
metrie bedeutet allgemein das Vorhandensein einer
gleichmaéssigen Entsprechung. Dazu gehdrt die
«Opfersymmetrie» in einer Budgetdebatte ebenso
wie die mehrfache Wiederholung in einem Lied.

Was kénnen wir an der Position eines Kreisségeblat-
tes verandern, ohne dass eine Beobachterin, welche
den Raum kurzzeitig verlassen hat, eine Verande-
rung feststellen kann? Wir kénnen das Ségeblatt um
einen oder mehrere Zédhne drehen; das Sageblatt hat
eine Drehsymmetrie.

In einem Scherenschnitt finden wir zuséatzlich zu ei-
ner meist achtteiligen Drehsymmetrie auch Achsen-
symmetrien, welche durch das Falten des Blattes vor
dem Schneiden entstanden sind.



Eine ewige Wiederholung wie im monotonen blabla
heisst Schubsymmetrie oder Translationssymmetrie.
Dabei mussdasblablaallerdings unendlich lang, das
heisst ohne Anfang und ohne Ende, gedacht werden.
Haben Sie auch schon solche Vortrége gehort?

Translationssymmetrie liegt auch jedem Bandorna-
mentzugrunde, dabeikdnnenallerdings nochande-
re Symmetrien auftreten.

Eine regelmadssige Fussspur im Sand ist translations-
symmietrisch, nach jedem Doppelschritt ergibt sich
dasselbe Bild. Wennwir die Fussspur aber nur umei-
nen einfachen Schritt verschieben, kommen wir
auch miteiner Spiegelung an der Langsachse auf das
ursprungliche Bild zurtck; wir haben eine Schub-
spiegelsymmetrie. Dies ist die am wenigsten bekann-
te Symmetrieart. Sobald wir aber das Auge dafir
scharfen, sehen wir sie an unerwarteten Orten.
Als einfaches Beispiel finden die Studierenden
Schubspiegelsymmetrie in einem Karomuster. Eine
Schubspiegelachse lauft schrég tber die Kantenmit-
ten der einzelnen Quadrate. Viel schwieriger ist die
Frage, ob die Spur eines Hinkenden ebenfalls Schub-
spiegelsymmetrie aufweist — sie tut es nicht. Wir
kénnen nach einer Verschiebung entweder die lin-
ken Fussspuren auf die rechten spiegeln oder die
rechten Fussspuren auf die linken, aber nicht beide
gleichzeitig. Dies kann am besten mit einer Kopie
der Fussspur auf einer Transparentfolie gezeigt wer-
den: Nach dem Abheben und Umdrehen der Trans-
parentfolie kdnnen wir die Kopie nicht mehr mit
dem Original zur Deckung bringen.

Translationssymmetrie

Schubspiegelsymmetrie

Schubspiegelsymmetrie

Keine Schubspiegelsymmetrie
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Gleiche Bildinhalte, aber verschiedene
Symmetrieklassen: Translationssymmetrie
und Schubspiegelsymmetrie

Symmetrieklasse F:
Nur Translationen

Symmetrieklasse F,:
Punktspiegelungen (Drehungen um180°)
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Bandornamente

Wie viele Bandornamente gibt es? Die Frage wirkt
befremdlich; nattirlich gibtesunendlich viele Band-
ornamente. Dabei ist es allerdings so, dass zwei
Bandornamente mitvollig verschiedenen Bildinhal-
ten dasselbe Symmetrieverhalten zeigen kdnnen.
Sie gehoren zur selben Symmetrieklasse, wahrend
andererseits Bandornamente mit denselben Bildbe-
standteilen zu verschiedenen Symmetrieklassen
gehdren kénnen. Damit stellt sich eine neue Frage:
Wie viele Symmetrieklassen gibt es bei Bandorna-
menten?

Diese Frage wird von Schilerinnen und Schilern
der Sekundarstufe auf zwei verschiedenen\Wegen an-
gegangen: Sie zeichnen Bandornamente (ein dank-
bares Thema fur den Einsatz von Graphiksoftware,
bei welcher sich die Translationssymmetrie durch
Kopieren bewerkstelligen lasst) und versuchen hin-
terher, die Beispiele zu ordnen und zu klassifizieren.
Andererseits werden auf theoretischem Weg die
madglichen Symmetrien bei einem Bandornament
festgehalten: Spiegelung an der Mittellinie, Spiege-
lung an einer senkrechten Linie, Punktsymmetrie,
Schubspiegelsymmetrie sowie —und das ist das Ent-
scheidende — Kombinationen davon. Eine Spiege-
lung an einer schrdgen Symmetrieachse ist nicht
mdglich, weil dabei das Band seine horizontale Lage
verlieren wiirde. Ebenso ist eine Vergrosserung aus-
geschlossen, weil sonst das Band breiter wiirde. Mit
diesem Vorgehen bewegen sich Schilerinnen und
Schuler auf dem Boden der mathematischen Grup-
pentheorie.

Klassifikation der Bandornamente

Mit gruppentheoretischen Uberlegungen kann ge-
zeigt werden, dass es nur sieben Symmetrieklassen
gibt. Die Erfahrung im Unterricht zeigt allerdings,
dass Schulerinnen und Schiler oft vermeintlich
mehr als sieben Klassen finden; es ist offenbar nicht
ganz einfach, in verschiedenen Bandornamenten
dieselben Symmetrieklassen zu sehen.

Die einfachste Symmetrieklasse F, enthélt nur Trans-
lationssymmetrie; die anderen Symmetrieklassen
enthalten zusatzlich weitere Symmetriearten. Die
Symmetrieklassen kdnnen durch Angabe der vor-
kommenden Symmetriearten beschrieben werden.
Eindricklicher ist allerdings die Illustration durch
ein einfaches Beispiel. Dies kann durch stilisierte
Buchstaben geschehen.



Bandornamente und Scherenschnitte

Wird ein Papierstreifen mehrfach mit senkrechten
Faltlinien gefaltet, in gefaltetem Zustand beschnit-
ten und dann wieder aufgefaltet, entsteht ein Band-
ornament der Symmetrieklasse F,. Lasst sich jede
Symmetrieklasse der Bandornamente durch einen
Scherenschnitt darstellen? Dies ist tatsachlich mdg-
lich; das Schwierige dabei ist der Faltvorgang.

Soll der Scherenschnitt zum Beispiel nur Translati-
onssymmetrie (Symmetrieklasse F,) enthalten, darf
der Streifen weder waagrecht noch senkrechtgefaltet
werden, da ansonsten Achsensymmetrien entste-
hen. Der Streifen kann aber rechtwinklig abgebogen
werden, wodurch Faltlinien entstehen, welche in ei-
nem Winkel von 45° Giber den Streifen laufen. Der
Faltvorgang ist periodisch, indem der Anfangsteil
nach vier Schritten wieder in die ursprungliche
Richtung zeigt. Wir erhalten schliesslich (nach Ein-
biegen der Anfangs- und Endteile) ein auf der Spitze
stehendes Quadrat. Wenn wir dieses Quadrat vor
dem Auffalten an den Seiten zuschneiden, ergibtsich
nach dem Auffalten ein Bandornament, das nur
Translationssymmetrie enthdlt. Man wird einwen-
den, dass dieser Scherenschnitt doch offensichtlich
auch achsensymmetrische Figuren enthalt. Dies ist
richtig, aber diese Symmetrien sind immer nur loka-
le Symmetrien, welchesich nichtauf das ganze Band-
ornamentausdehnen lassen.

Bei einem Scherenschnitt, welcher lediglich Transla-
tionssymmetrie und Schubspiegelsymmetrie (Sym-
metrieklasse F;) enthalten soll, ist ein Falten unter
Winkelnvon 6o° erforderlich. Bei dieser Symmetrie-
klasse ist uns kein glattrandiger Scherenschnitt ge-
lungen.

Dr. sc.math. Hans Walser ist Lehrbeauftragter
fur Mathematik fur die Sekundarstufe | am
Mathematischen Institut der Universitat Basel.
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Ostrowski und der Ostrowski-Preis

Walter Gautschi

Alexander M. Ostrowski, langjahriger Ordinarius
fur Mathematik an der Universitat Basel, hat den
Ruhm der Basler Mathematik, der durch Euler
und die Bernoullis begriindet wurde, in hochst ein-
drucklicher Weise weitergetragen. Er war einer der
letzten grossen Mathematiker, die noch eine Gesamt-
Ubersicht Uber die Mathematik besassen und die
wichtige Beitrége zu praktisch allen Teilgebieten der
Mathematik leisten konnten. So sind Ostrowskis
Arbeiten in der Algebra, der reellen und komplexen
Analysis, der Zahlentheorie, der Geometrie, der
Wahrscheinlichkeitsrechnungundselbstder Nume-
rik weltweit bekannt.

Leben und Person

Ostrowski wurde am 25. September 1893 in Kiev ge-
boren.Schonim Alter von 18 Jahren begann er, privat
mit Dimitrii Aleksandrowitsch Grave zu studieren,
einem Begrinder der russischen Schule der Algebra
und selbst einehemaliger Schiiler von Tschebyscheff
in St. Petersburg. Aus diesem Kontakt mit Grave ent-
stand Ostrowskis erste mathematische Publikation:
einelange, in Russisch abgefasste Arbeit tiber Galois-
Korper.

Studium

Er ging weiter nach Marburg, um dort zu studieren,
geriet aber in zivile Haft, als der Erste Weltkrieg aus-
brach. Dank einer Intervention von Hensel wurden
die Einschrankungen seiner Bewegungsfreiheit et-
was erleichtert, und es wurde ihm erlaubt, die Uni-
versitatsbibliothek zu benutzen. Daswar alles, waser
wirklich brauchte. Wéhrend dieser Periode der Iso-
lation entwickelte Ostrowski, praktisch ohne Hilfe,
seine jetzt beriihmte Bewertungstheorie von Kor-
pern.
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Professor Alexander Ostrowski
in den 5o0er-Jahren

Nach dem Krieg, als der Frieden zwischen der Ukrai-
ne und Deutschland wieder hergestellt war, zog
Ostrowski 1918 nach Géttingen, damals weltweit die
Hochburg der Mathematik. Dort stach er bald unter
den Studenten durch sein phdnomenales Gedécht-
nis hervor und seine schon ausgiebige und auf brei-
ter Basis beruhende Kenntnis der mathematischen
Literatur. Einer der Studenten erinnerte sich spater,
dass die mithsame Literatursuche in Gottingen sehr
einfach war: Man brauchte nur den russischen Stu-
denten Ostrowski zu fragen und man bekam die
Antwort — unverzuglich! Er konnte so etwas sagen
wie: Oh ja, das kdnnen Sie in einer 1882 publizierten
Dissertation von Herrn so und so in Rostock finden
— einer Quelle, in der niemand im Traum nachge-
schlagen héatte. Einmal musste er sogar Hilbert zu
Hilfe kommen, als dieser wahrend eines \ortrags,
wie er sagte, ein schones Theorem brauchte, an des-
sen Autor er sich nicht mehr erinnern konnte. Eswar
Ostrowski, der ihm zuflistern musste: «Aber, Herr
Geheimrat, esist ja eines Ihrer eigenen Theoreme!»

Es ist deshalb nicht Gberraschend, dass Felix Klein
Ostrowski als einen seiner Assistenten zu sich nahm
und ihm, zusammen mit Fricke, die Herausgabe des
ersten Bandes seiner gesammelten Werke anvertrau-
te. 1929 promovierte er summa cum laude mit einer
unter Hilbertund Landau geschriebenen Dissertati-
on. Auch diese sorgte fiir einige Aufregung, weil sie
zum Teil eine Antwort gab auf Hilberts 18. Problem.
Es gelang Ostrowski zu beweisen, dass Dirichlets
Zeta-Reihe keiner algebraischen Differenzialglei-
chung genuigen kann.



Weiterbildung

Ostrowskis Habilitation fand in Hamburg statt mit
einer ebenfalls von Hilbert angeregten Arbeit, die
mit Modulen tber polynomiale Ringe zu tun hatte.
1922 kehrte Ostrowski nach Géttingen zuriick, wo er
Uber neuere Entwicklungen in der komplexen Funk-
tionentheorie lehrte. Das fiihrte zu seinen Arbeiten
uiber Liickentheoreme, Uberkonvergenz von Potenz-
reihen und das Randverhalten von konformen Ab-
bildungen. Nach einem Jahr als Rockefeller Research
Fellow in Oxford, Cambridge und Edinburgherhielt
er 1927 — und akzeptierte — einen Ruf an die Univer-
sitat Basel. Die lokale Zeitung konnte es nicht unter-
lassen zu kommentieren, dass 200 Jahre friher die
Universitat Euler nach St. Petersburg verlor, wegen
des Losentscheids, der damals angewandt wurde,
um zwischen sich bewerbenden Kandidaten auszu-
wéhlen . Jetzt aber gewann die Universitét das grosse
Los, indem sie Ostrowski aus Russland nach Basel
brachte!

Die Basler Jahre

Ostrowski blieb wahrend seiner ganzen akademi-
schen Karriere in Basel, mit Ausnahme gelegentli-
cher Besuche in den Vereinigten Staaten und Kana-
da. Es war in Basel, wo der Grossteil seines mathe-
matischen Werkes sich entfaltete. Es ist weder der
Ort noch die Zeit, hier sein Werk im Einzelnen dar-
zustellen. Selbst wenn essowére, wére esunmaglich,
auch nureine Andeutung zu geben von derenormen
Vielfalt und Tiefe seiner Beitrage. Erwéhnt werden
soll, dass am Anfang der 3oer-Jahre, und besonders
nach den soer-Jahren, eine beachtliche Verschie-
bung seiner Interessen von der reinen Mathematik
zur mehr angewandten Mathematik stattgefunden
hat, die zweifellos das Aufkommen leistungsfahiger
elektronischer Rechner widerspiegelte. Ostrowski
blieb mathematisch aktiv bis in seine 8oer-Jahre und
konnte noch im Alter von 9o Jahren die Veroffentli-
chung seiner Gesammelten Werke tbersehen. Diese
erschienen schliesslich in sechs Banden (Alexander
Ostrowski, Collected mathematical papers, Vols.
1-6,Birkh&user, Basel,1983-1985). Im Jahr1949 hei-
ratete Ostrowski Margret Sachs, eine Psychoana-
lytikerin aus der Schule von Carl Gustav Jung, die
auch einmal, wie sie mir erzéhlt hat, Sekretarin und
Vertrauensperson des Schweizer Schriftstellers Carl
Spitteler gewesen war. Ihre warme, charmante Per-
sonlichkeit half, den strengen Lebensstil des Ge-
lehrten Ostrowski zu mildern, und vermittelte ein
gewisses Mass von Lebensfreude.

Emeritierung

Nach Ostrowskis EmeritierungimJahrigs8 nahmen
erund seine Frau Wohnsitzin Montagnola, wosie ei-
ne schone Villa gebaut hatten — Almarost (ALexan-
der MARgret OSTrowski), wie sie sie nannten — mit
einem schonen Blick auf den Luganersee. Sie waren
immer froh, Besucher in Almarost zu empfangen,
und ihre anmutige Gastfreundschaft war legendér.
Frau Ostrowski, die die Neigungen der Mathemati-
ker gutkannte, fiihrte sieimmer hinunter in Ostrows-
kis Bibliothek, um sie eine Weile allein zu lassen,
50 dass sie das Neueste in der Mathematik und den
neuesten Klatsch einholen konnten. Die Wande der
Bibliothek waren voll mit Biichern, nicht nur ma-
thematischen, sondern auch einigen mit Science-
fiction- und Detektivgeschichten, die seine bevor-
zugte Freizeitlektlre ausmachten.

Frau Ostrowski starb 1982, vier Jahre vor Ostrowskis
Tod im Jahr1986. Beide sind auf dem schonen Fried-
hof von Gentilino begraben, nicht weit vom Grab
von Hermann Hesse, mit dem sie befreundet waren.
Ostrowski ist mir in Erinnerung als ein Mann, der
sich vollstandig seiner Wissenschaft hingegeben hat,
der aussergewdhnlich hartnackig war im Umgang
mit Problemen, so sehr, dass, wenn er mit ihnen fer-
tig geworden war, wenige Fragen, wenn Gberhaupt
welche, offen blieben. Er konnte den Scharfsinn in
den Arbeiten anderer aufrichtig bewundern, aber
zur gleichen Zeit auch seiner Verachtung Ausdruck
geben Uber allféllige Unsorgféltigkeiten.
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Der Ostrowski-Preis

Der Preis fiir Mathematik wurde anfangs der 8oer-
Jahre von Professor und Frau Ostrowski gegriindet
mit der Festsetzung, dass er nach deren Tod alle zwei
Jahre zuerkannt werden soll. Der Zweck des Preises
ist: « ... die mathematischen Wissenschaften durch
periodische Verleihung eines internationalen Prei-
seszufordern,der die besten Leistungenanerkennen
soll, die in den vorangegangenen funf Jahren auf
dem Gebiet der reinen Mathematik und der theore-
tischen Grundlagen der numerischen Mathematik
erzielt worden sind». Es ist charakteristisch fir
Ostrowskis Einschétzung der Mathematik als eine
internationale und universelle Wissenschaft, dass er
ausdricklich stipulierte, dass die Verleihung «génz-
lich ohne Berticksichtigung von Politik, Rasse, Reli-
gion, Wohnort, Nationalitét oder Alter des Preistra-
gers» erfolgen soll.

Der Stiftungsrat betreut das Vermdgen der Stiftung
und setzt die Preissumme fest. Die Auswahl der
Preistréger ist die Aufgabe einer Jury, die aus je ei-
nem Vertreter von funf wissenschaftlichen Institu-
tionen zusammengesetzt sein soll: den mathemati-
schen Instituten der Universitat Basel, Jerusalem
und Waterloo und den wissenschaftlichen Akade-
mienvon Kopenhagen und Amsterdam. Einer dieser
Vertreter amtiert abwechslungsweise als Prasident
derJury.

Die bisherigen Preistrager

Bis anhin wurde der Preis sechsmal verliehen. Der
erste ging an Louis de Branges fir seinen Beweis der
Bieberbachschen Vermutung. Der zweite Gewinner
war Jean Bourgain, dessen Arbeit in Ergodentheorie
anerkanntwurde. Der dritte Preiswurde gemeinsam
Miklds Laczkovich und Marina Ratner verliehen fir
ihre Arbeiten tber Lie-Gruppen. Den vierten Preis
erhielt Andrew Wiles fiir seinen Beweis der Letzten
FermatschenVermutung. Der fiinfte Preiswurde ge-
meinsam YuriV. Nesterenko und Gilles Jean Georges
Pisier fur ihre Arbeiten in Algebraischer Zahlen-
theorie und der Theorie der Operatoren verliehen.
1999 ging der Preis an Alexander Beilinson und Hel-
mut Hofer fur ihre Arbeiten in Algebraischer resp.
Symplektischer Geometrie.

Leicht Gberarbeitete Deutsche Fassung von «Ostro-
wski and the Ostrowski Prize», Mathematical
Intelligencer, 20 (1998), 32 - 34, mit Bewilligung des
Springer-Verlages.
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Walter Gautschi war Assistent und 1953 Doktorand
von Ostrowski und ist seit 1963 Professor

fur Mathematik und Informatik an der Purdue
University in Lafayette, Indiana, USA.

Zurzeitist er Gastdozent an der Universitat Basel.






